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ОТ АВТОРА 


Предлагаемая работа состоит из четырех частей. В первой 
части излагаются общие вопросы методики математических упраж- 
нений. В последующих частях на отдельных примерах показаны 
пути осуществления указанной методики преимущественно в курсе 
математики восьмилетней школы. 

В книге рассматриваются три основных вопроса: 1) применение 
на уроках математики метода противопоставления, позволяющего 
повысить производительность труда учителя и улучшить знания 
учеников; 2) методика синтетических упражнений творческого ха- 
рактера, которая до сих пор оставалась малоисследованной; 3) воп- 
рос о наиболее целесообразной структуре программного материала, 
поскольку удачная группировка материала сама по себе является 
условием облегченного и ускоренного усвоения материала. 

Уделено внимание классификации и составлению математичес- 
ких упражнений, решению их несколькими способами, а также воп- 
росам проверки и контроля решения задач. 

Синтетические упражнения по составлению задач и примеров в 
значительной мере являются новыми в обучении. 

Проведенная нами совместно с коллективом учителей опытная 
работа показала, что такие упражнения, дополняя обычные анали- 
тические упражнения по решению готовых задач, играют важную 
роль в развитии математического мышления, достижении глубины 
и прочности усвоения материала. х 

Основные методические положения настоящей книги проверя- 
лись автором на уроках математики начиная с 1949 г. 

Экспериментальное обучение по предлагаемой методике прово- 
дилось многими учителями в школах г. Ставрополя (1959—1963 гг.), 
в школах Калмыцкой АССР (1964—1969 гг.), студентами старших 
курсов Ставропольского пединститута (1957—1963 гг.), а также 
учителями школ нашей страны, со многими из них автор имел воз- 
можность обсуждать лично или письменно результаты практическо- 
го внедрения отдельных сторон излагаемой системы обучения. 


Круг вопросов, связанных с содержанием книги, обсуждался 
в последние годы в печати, на научных конференциях. 

Значительную помощь в разработке темы книги оказали автору 
его добровольные корреспонденты, учителя-активисты. 

В похвальном стремлении самостоятельно разобраться в цен- 
ности тех или иных рекомендаций они перепроверяли наши выводы 
в весьма разнообразных условиях городских и сельских школ. 

Настоящая книга является вторым (переработанным и допол. 
ненным) изданием книги «Методика упражнений по арифметике 
и алгебре» («Просвещение», 1965). 

Автор считает своим приятным долгом выразить искреннюю 
признательность всем рецензентам и товарищам, принимавшим 
Участие в экспериментальной проверке методических положений 
и давшим ценные советы по отдельным вопросам излагаемой систе. 
мы обучения. 

Многолетние наблюдения по внедрению в школу описанной в 
книге методики позволяют утверждать следующее: многое из то- 
го, что при первом знакомстве «противоречит» привычным взглядам 
учителя, при проверке оказывается вполне приемлемым и достой- 
ным применения". 

В книге излагаются не только результаты исследования, но и 
ставятся вопросы, требующие дальнейшего изучения. 

Автор надеется, что данная книга будет содействовать деталь- 
ной разработке методов противопоставления и синтетических уп- 
ражнений усилиями широкого круга педагогов и психологов и по- 
может намечающемуся внедрению некоторых элементов этой систе- 
МЫ В школьную практику. 

В данной связи примечательно то, что согласно новым школь- 
ным программам предусматривается сближение во времени взаимо- 
связанных разделов математики. 

Следует ожидать, что в некоторых типах школ, где проблема 
времени стоит особо остро (вечерние школы, школы с сокращен- 
ным сроком обучения, школы с математическим уклоном, средние 
специальные учебные заведения), рассмотренные в книге приемы 
и методы обучения могут найти еще более широкое применение и 
развитие. 

В содержание книги входят некоторые задачи, являющиеся 
естественным обобщением отдельных вопросов школьного курса. 
Эти задачи могут быть использованы во внеклассных занятиях 
с учениками, увлекающимися математикой. 

Все замечания по поводу книги просьба направлять по адресу: 
Москва, И-18, 3-й проезд Марьиной рощи, 41, издательство «Про- 
свещение», редакция математики. 


' Вопросы обучения математике по предлагаемой системе в младших классах 
изложены автором в книгах [55, 59 ], а также в наших пробных учебниках матема- 
тики для начальной школы [56, 57, 58] Здесь и в дальнейшем в квадратные 
скобки внесен порядковый номер книги из приложенного списка литературы. 
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ЧАР 


ОСНОВЫ МЕТОДИКИ 
МАТЕМАТИЧЕСКИХ УПРАЖНЕНИЙ 


1. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ УПРАЖНЕНИЕ 
КАК ОСНОВНОЙ ЭЛЕМЕНТ ПРОЦЕССА ОБУЧЕНИЯ МАТЕМАТИКЕ 


Состояние знаний учеников средней школы по математике в 
настоящее время нельзя считать вполне удовлетворительным. Не- 
смотря на значительное время, отведенное учебным планом изуче- 
нию математики, знания по ней все же остаются подчас формаль- 
ными и быстро выветриваются из памяти. 

По свидетельству известных математиков, многие выпускни- 
ки школ не умеют самостоятельно мыслить и на вступительных 
экзаменах в вуз они показывают силу своей памяти, а не живую, 
активно работающую мысль [24]. 

Многие недочеты в обучении математике являются следствием 
несовершенства методов преподавания. Наиболее распространен- 
ные методы и приемы обучения далеко не соответствуют познава- 
тельным способностям учеников; их возможности в действитель- 
ности значительно выше, чем это принято считать. 

Подходя к исследованию проблем обучения математике все- 
сторонне, возможно обнаружить недостатки общепринятой ныне 
системы обучения и найти научно обоснованные, эффективные спо- 
собы и приемы обучения, используя которые можно избежать голой 
рецептурности, которая нередко встречается в методической лите- 
ратуре. 

Совокупность математических понятий, связь между ними 
относится к предмету математики, а методика математики изучает 
процесс формирования и развития математических понятий и 
связей между ними, выявляет наилучшие способы передачи, за- 
крепления знаний и последующего применения их. А 

Методика математики не может ограничиваться в своей теории 
понятиями и средствами формальной. логики, рассматривающей 
мышление в статическом плане, с точки зрения результатов мыш- 
ления; условием успешного развития методики математики явля- 
ется то, чтобы она опиралась на диалектическую логику, посколь- 
ку последняя отражает закономерности процесса мышления. 

Одним из условий успешного овладения наукой является выяв- 
ление основного элемента определенной науки, которое позволяет, 
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сосредоточив усилия исследователей на всестороннем анализе Это- 
го элемента, построить логически строгую систему изучаемой от. 
расли. 

В качестве такого основного элемента методики, на наш Взгляд, 
следует взять понятие математическое упражнение! в самом ШИ- 
роком значении этого слова. 

Действительно, всякое исследование по методике математики в 
конце концов сводится к упражнениям: к выяснению принципов 
классификации их, разнообразия форм и содержания, к вопросу 
о приемах работы и последовательности выполнения упражнений 
я! 

Усвоение математики осуществляется в процессе выполнения 
упражнений, а поэтому и развитие методики математики идет по 
пути внедрения новых форм и видов математических упражнений, 
вызывающих у школьников большую мыслительную активность. 

В настоящее время трудно утверждать, что общие вопросы ме- 
тодики математических упражнений решены достаточно основа- 
тельно. 

В работе над математическим упражнением (задачей) отчетливо 
выделяются четыре последовательных и взаимосвязанных этапа: 
а) составление математического упражнения; 

6) выполнение упражнения; 

в) проверка (или контроль) ответа; 

г) переход к следующему упражнению. 

В существующей практике обучения ограничиваются болышей 
частью вторым из указанных этапов (т. е. одним из четырех этапов 
работы над упражнением). 

В познавательном отношении не может быть нормальным то, 
что процесс возникновения математического упражнения (задачи, 
уравнения ит. п.) целиком отдан другому лицу, не обучающемуся. 
Между тем процесс составления задачи, уравнения, тождества, не- 


НИЯ ГОТОВОГО задания, взятый в изоляции от предшествующего эта- 
па (имеется в виду учащийся), носит преимущественно аналити- 
ческую направленность, ибо он структурно противоположен этапу 
составления упражнения. 

Понятно отсюда, почему так важно ознакомить ученика с обо- 
ими процессами в их диалектически противоречивых качествах и во 
взаимосвязях. 

Даже рассматривая вопрос обучения с обычной, более ограни- 
ченной позиции — выработки умения решать определенные виды 
задач, мы приходим к выводу о необходимости включать в учебную 
работу школьника деятельность, адекватную (тождественную) той, 


1 Мы не ртедуеы на окончательность решения данного и некоторых дру- 
гих вопросов. настоящее время важна уже сама постановка этих вопросов. 
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которая заключена в задаче; в задаче же заключ 
ое адаче; в задаче же заключена прежде всего 

1 О ее составлению, а не только деятельность по ее 
решению, являющаяся логически второй ступенью, следующей за 
деятельностью по составлению задачи : НЕ: 

До последнего времен ашей : 

м вр мени в нашей школе применение математи- 

ний в основном сводилось к решению задах ‹ ‹ 

математический с у? пн — 

вопрос уже сформулирован ее составителем. А на 

производстве, в жизни от человека требуется умение самому сфор- 

мулировать вопрос и, применяя математические знания, найти ответ 
на него. | 

Одним из способов такой подготовки является составление за- 
дач учениками на уроках, причем естественно, что вначале образ- 
цами для элементарного творчества детей должны служить типичные 
школьные упражнения. ® 

Серьезного внимания методистов требует последний этап — 
завершение одного упражнения и переход к новому упражнению, 
т. е. проблема группировки упражнений по степени трудности их, 
разнообразия и т. п. 

Начавшийся в школе переход к новым программам и учебникам 
ставит одной из целей нахождение путей ускоренного обучения при 
одновременном достижении прочности и глубины усваиваемых 
знаний. И для учителя настало время вплотную заняться этой проб- 
лемой. 


аче 


2. РОЛЬ ВЗАИМНО ОБРАТНЫХ СВЯЗЕЙ 
ПРИ ИЗУЧЕНИИ МАТЕМАТИКИ 


Методы обучения в значительной степени зависят от существен- 
ных внутренних связей соответствующей научной дисциплины. 

В качестве таких связей в математике могут быть приняты преж- 
де всего так называемые взаимно обратные связи. 

Для подтверждения этой ‘точки зрения обратимся к некоторым 
фактам из истории математики. 

Уже на заре человеческой истории взаимно обратные операции 
осваивались совместно. : 

Так, еще при пальцевом счете — при счете пятками — человек 
научился, например, число 14 представлять одновременно как 
10 + 4и как 15 — 11 [38, стр. 22 ]. 

Историческими исследованиями ‘установлено, что В математике 
обращение ранее известной операции приводило к качественно 
новой операции, более сложной по содержанию. 

Так, вначале умели выполнять лишь прямые операции над ра- 
циональными числами (3. 5—4 = С); поскольку действия здесь 


1 Умение представлять число 14 двояко, как «два пятка да 4» или «три р 
без 1» (14 =5.2{4= 5 . 3—1), показывает, что наши предкй к 
освоили повторение равных слагаемых (умножение). И в данной и г к 
снова сомнение в правильности переноса действий второй ступени во д 
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выполнялись в том порядке, в каком они зафиксированы, скажем, 
в данной записи, постольку они не выходили за пределы арифме- 
ТИКИ. 

В результате решения данного арифметического примера получа- 
ется ответ [1 (3:5 —4 = 11). 

С возникновением мысли об обращении этих действий (когда 
один из компонентов становится неизвестным, а результат ВХОДИТ 
в условие примера) возникает качественно новое образование — 
уравнение. (Заменив в предыдущем тождестве число 5 буквой я. 
получим уравнение первой ступени: 3х — 4 = 11.) 

В шумеро-вавилонской математике даже не было специального 
термина, который выражал бы действие деления: деление у них 
сводилось к умножению на обратное число [8, стр. 76]. 

В египетских иероглифах одним и тем же символом обозначалось 
два противоположных понятия (вверху и внизу; с и без ит. п.). 

Профессор К. А. Рыбников в книге «История математики» ука- 
зывает, что внутренней причиной открытия и развития математи- 
ческого анализа было исследование «обратных задач на каса- 
тельные» и выявление взаимно обратности задач на дифференци- 
рование и интегрирование [33, стр. 184 ]. 

НЕ; Чеботарев писал: «Для того чтобы каждая задача мог- 
ла считаться вполне решенной, необходимо решать или, по край- 
ней мере, точно формулировать сущность задачи, ей обратной» 
42, стр. 4]. 

Фридрих Энгельс подчеркивал, что каждое вычитание (а—5) мож- 


но изобразить как сложение (—6-На), каждое деление — как умно- 


че ы ъ 
жение о Эти возможности видоизменения действий соответ- 


ствуют законам диалектики. 

Далее он указывал: «И это превращение из одной формы в дру- 
гую, противоположную, вовсе не праздная игра, — это один из 
самых могучих рычагов математической науки, без которого в на- 
стоящее время нельзя произвести ни одного сколько-нибудь сложно- 
го вычисления» [4, стр. 223—294 ]. 

Переходы от одной формы математического выражения к дру- 
гой, двусторонние связи, существующие между парами операций, 
будучи «самыми могучими рычагами в математике», неизбежно 
должны быть также определяющими и в Системе методов обучения 
математике. 

Математика, как никакой другой учебный предмет, в силу своей 
структуры насквозь пронизана взаимно обратными связями (ассо- 
циациями). 

Рассмотрим примеры некоторых ассоциаций. 

Первоклассник воспринимает написанное на доске упражнение 
2-3 = (первый член ассоциации); затем называет результат — 
число 5 (второй член ассоциации). 
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Если же он разла 
состоит из двух и 
назвать обратной ю (об 

Точно так же переход от с. 
10 Об ст умножения к 
от прямой теоремы к обратной и 


умозаключений можно 
ациеи). 

ь анию (6 + 4 = 10 

2.6 = 10, 12:6 =29), 

п. основан на возникновении 


| прямых Е < И: : 
е__ р и обратных связей (ассоциаций). 
йх Еще пример. 
) Ученик вычисляет: 98 =: 
| ляет: 95 = 39. Ему поедлож 
-: 52. Ему предложено 
ного | 32 связать двумя другими способами: . о) И. Ут 2, 5, 
предложенную связь между д: - ‚1 /= о. установить 
них Е 3 жду данными числами с применением поня- 
| тий извлечения корня (7/32 =2 м 
рня (у 54 2) и логарифмирования (105232 = 5 
оказалось для него трудным. О ЕЖЕ 232 = 5) 
лось рудным. Он знает порознь каждую операцию 
(что и подтвердилось в д: ) Е 
п.). № - 7 данном опыте), но из этого еще не следует 
ука что они у него соединены взаимно обратными связями вида: 
ати- 
‹аса- 
нци- | _ о = 
мог- Ге нахождение > 
рай- логарифма числа 
Ной» 
Рис. 1 
| 
ее Советский психолог В. А. Крутецкий 
| кий психолог В. А. Крутецкий в своем исследовании [18] 
мно- | считает основными способностями к усвоению математики следую- 
щие: 
гвет- | 1) способность к быстрому и широкому обобщению математичес- 
| кого материала; 
| 2) способность к быстрому «свертыванию», сокращению процес- 
а | са рассуждения и системы соответствующих действий при решении 
| 
н и | математических задач; 
з на- | 3) способность к свободному и быстрому переключению на об- 
жно- | ратный ход мысли в процессе изучения математического материала. 
| Эти три вида способностей тесно связаны друг с другом. 

у Если, например, ученик умеет легко переходить от решения 
р | арифметической задачи отдельными действиями к решению ее по- 
и 80 р средством формулы, то здесь проявляется как способность к обоб- 
нь я щению, так и способность к свертыванию процесса рассуждения. 

| 
ени Однако, как показывает наше исследование, способность пере- 

й ключения мысли с прямого хода на обратный является, по-видимо- 

вое му, определяющим, исходным элементом математических способ- 
, 


анных имен- 


= ' 
асс ностей. 
| лыслей к об- 


Нет нужды приводи 
но с неумением ученико 
ение ратному. 


ть здесь примеры изъянов, связ 
в переходить от прямого хода № 


Ограничимся лишь одним, но весьма ан по резуль. 
татам контрольных работ, проведенных в ыы оссийской Фе. 
дерации в 1962 г., 48% десятиклассников не сумели определить зна. 
чение функции по графику, хотя прямая задача — построение гра. 
фика по точкам — для них является тривиальной [22]. 

Известно много случаев противоположного характера, когда 
наличие упражнений обратной структуры содействовало улучше. 
нию качества знаний по математике. 

Так, в опыте учителей А. К. Карпенко (с. Приютное, Калмыц- 
кой АССР), Р. И. Обрежа (ст. Энем, Краснодарского края), 
Ф. Д. Молодык (г. Армавир) и др. систематическое совмещение 
прямых и обратных действий в У—\У Ш классах позволило изучить 
программный материал за значительно менышее время. 

Например, в \У1[ классе они успешно изучали совместно умно- 
жение одночленов и многочленов и соответствующие случаи раз- 
ложения многочленов на множители. 

В массовом эксперименте, осуществленном в начальных школах 
Калмыцкой АССР, была доказана возможность изучения програм- 
мы четырехлетней начальной школы за три года [55, 59]. 


3. МЕТОД ПРОТИВОПОСТАВЛЕНИЯ ПРИ ОБУЧЕНИИ МАТЕМАТИКЕ 


В. И. Ленин в «Философских тетрадях» указывает, что «Вкратце 
диалектику можно определить, как учение о единстве противополож- 
ностей. Этим будет схвачено ядро диалектики, но это требует пояс- 
нений и развития». |1, стр. 203]. 

Обнаружение противоречивой сущности предмета (явления) 
предполагает одновременное рассмотрение полярно-противополож- 
ных частей (сторон) его; если же эти части (стороны) рассматрива- 
ются раздельно, то связи между ними не могут быть познаны глу- 
боко и основательно, как в первом случае. 

Такая общефилософская постановка вопроса смыкается с ре- 
зультатами исследований в частных науках. 

О физиологической природе прямых и обратных связей в мыш- 
лении говорит И. П. Павлов в одной из своих незавершенных работ. 
В ней сказано, что если два нервных пункта связаны, объединены, 
то нервные процессы двигаются, идут между ними в обоих направ- 
лениях [26, стр. 185]. 


В известных границах допустимо рассматривать предъявление 


обратной задачи (5 = 9 или 9 — 5 — Г) после разбора пря- 
мой задачи (5 -- 4 =: 1), как некоторые противоположные раздра- 
жители. 


Естественно при этом ожидать, что обратная задача будет ре- 
шена наилучшим образом тогда, когда она попадает в фазу наиболь- 
шей чувствительности нервной системы к противоположному по 
качеству раздражителю (это случится при условии, когда обратная 
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задача рассматривается вслед за прямой без 6 . аще. 
р между. ними). прямой без большого промежутка 

Из практики обучения известно, что одним из наиболее распро- 
авы о ошибки подмены понятия 
о те у ем; вместо увеличения числа (умно- 

У ают его (делят); при составлении уравнения по ус- 
ловию задачи вместо знака «--» пишут знак «—» ит п. ; 
Ее о 

) ремени на почтительное расстояние 
взаимно обратных задач, т. е. по пути, отвергнутому И. П. Пав- 
ловым. 

Советские психологи, опираясь на учение И. П. Павлова, дока- 
зали целесообразность использования метода противопоставления 
при обучении в школе (Д. Н: Богоявленский и Н. А. Менчинская 
[7]; Ю. А. Самарин [34 |; Е. Н. Кабанова-Меллер 11] и др.). 

Типичной в методах обучения математике все еще остается не- 
дооценка метода противопоставления. 

Авторы многих методических пособий открыто (а в большинстве 
случаев молчаливо) исходят из того, что взаимно обратные понятия 
и операции разъясняются детям не одновременно, не совместно, а 
раздельно и в разное время. 

Такая точка зрения до недавнего времени была господствующей, 
ибо именно в подобном духе были составлены учебники, програм- 
мы и приспособленные к ним методические пособия. 

Однако в связи с обсуждением результатов некоторых исследо- 
ваний [48—1962; 53—1963; 40-1965] в последние годы появилось 
ряд публикаций, в которых получила подтверждение мысль о 
большой эффективности системы обучения, основанной на методике 
противопоставления. : 

Одновременное изучение взаимно обратных действий в млад- 
ших классах в свое время осуществил Л. Н. Толстой в организо- 
ванный им школе в Ясной Поляне, который писал, что учителю 
кажется легким простое и элементарное, в то время как для детей 
только сложное и живое кажется легким [39 1. ы 

Преимущества одновременного изучения арифметических дейст- 
вий отмечал также известный русский методист В. Латышев, кото- 
рый указывал, что при этом ученик как бы опережает ход мысли 
учителя, догадываясь о новых соотношениях помимо объяснений 
учителя [19]. 

Пусть, например, одновременно рассматриваются во’ | классе 
умножение и деление по содержанию и вычислены следующие ре- 


зультаты` 


по 6-3 18, 18: по 6 = 3, 
по 6:4 24, 24 : по 6 = 4. 


После выполнения этих упражнений и вычисления одного при- 


6.5 = 30) ученики пред- 
И 


мера следующей пары упражнений (по 


восхищают будущие суждения и самостоятельно извлекают совер. 
шенно новую для них информацию: 


30: по б = 5, 


При одновременном изучении взаимно обратных Действий, опе. 
раций, задач, теорем, функций и т. п. значительно экономится вре. 
мя по сравнению с раздельным изучением. з 

Надо добиваться понимания учащимися двойных определений 
и правил. Например: 

1. а) Взаимно простыми числами. называются два или несколько 
натуральных чисел, которые не имеют общего для всех их множите- 
ля, отличного от единицы (5, 12, 15). 

6) Взаимно составными числами называются такие натуральные 
числа, которые имеют общий для всех множитель, отличный от 
единицы (3, 12, 15). 

2. Чтобы умножить (разделить) степени с одинаковым. основа- 
нием, достаточно в произведении (частном) записать то же основа- 
ние с показателем, равным сумме (разности) показателей в сомножи- 
телях (делимого и делителя) и т. п. 

Первый этап противопоставления взаимно обратных операций, 
как показывают наши наблюдения, должен сводиться к изменению 
формы при сохранении числовых данных, компонентов: 


3 1 4 1 — 
с Е: 
5 5 5 5 5 5 5 5 


(сложение и вычитание дробей); 


Об И Е. 


— 
7 7 т 7 О. 


(умножение и деление дроби на целое число); 
2а6? . 8аз = 16446? и 160462; Фар? — 8а3. 


Упражнения на первом этапе удовлетворяют требованию раз- 
деления трудностей; изменение формы при сохранении содержания 
позволяет осмыслить один и тот же матернал с двух точек зрения. 

При раздельном изучении взаимно обратных действий одновре- 
менно изменяются и форма, и содержание. 

В этом случае ученик схватывает в основном различие действий 
и их результаты, но не переходы от одного к другому; между тем 
именно последнее является наиболее важным для развития мыш- 
ления. 

После решения нескольких пар упражнений с соблюдением по- 
следовательности: прямое действие, затем обратное — надо пред- 
ложить выполнить сначала обратную операцию (24хзу : Зху =) 
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и затем проверить ответ прямой операцией (8х2. Зху = 94х35). 
Это второй этап. 

Третий этап — это решение упражне! 
вательность прямых и обратных операц: 
порядка, причем проверяются обра 
дельных случаях (преимуществен: 

Указанные выше три этапа упражнений имеют в определенной 
мере общее значение: оказывается, что и в случае решения задач 
целесообразно идти во многих случаях тем же путем, ане относить 
взаимно обратные задачи к различным годам обучения или же 
вообще упускать из виду некоторые из обратных задач, что нередко 
встречается в современной программе. 

При существующей системе обучения знания у ученика наслаи- 
ваются как бы в одном направлении — вверх; если строить обуче- 
ние на основе противопоставления, то возникают связи в двух На- 
правлениях: нетолько по вертикали (на основе обобщения), но и по 
горизонтали (на основе обращения). - 

Схематически соотношения связей для частного случая можно 
изобразить так: 


1, в которых последо- 
идет без определенного 
‚ операции лишь в от- 


| 86663; 266? 


и 
^ 


Ч 
68 ы 62 | 


Е 


Раздельное изучение умножения и деления одночленов. 


3 ар. 3 
| 4а3 . 2аб | обращение 8а“6 : 4а 
Е ЕННЕИ 
обобщение обобщение |. 
2 3 5. 73 
С обращение | тв | 


Одновременное изучение умножения и деления одночленови. 


При одновременном изучении обеих операций на основе проти- 
вопоставления целесообразно предлагать обратных и деформиро- 
ванных примеров значительно больше, чем прямых. 

Это вызвано тем, что выполнение обратной операции связано 
с проверкой посредством обращения. В этом смысле обратная опе- 
рация включает в себя прямую. 

Раздельному изучению взаимно обратных операций в старших 
классах присущ следующий недостаток: введение обратной опера- 
ции сопровождается так называемым доказательством, которое сво- 
дится к тому, что по записи обратной операции с новым символом 
восстанавливаем ранее известную прямую операцию с прежним сим- 
волом; например, формула извлечения корня из произведения, част- | 
ного и т. п. особо выводится посредством проверки прямой опера- 
ции — возведением в степень; показательные и логарифмические 
уравнения надо изучать совместно в одной теме, преимущественно 
решая логарифмические уравнения, ибо последние решаются на 
основе показательных. 

При введении обратной операции одновременно с прямой опе- 
рацией дело обстоит иначе: если сразу после решения примера 
(4?)3= а?'3 = а8 мы объясняем обратную операцию }/а® = а83 — а, 
то необходимость специального доказательства отпадает, ибо оно 2 
осуществляется в форме проверки, так как второе суждение высту- 
пает сразу в форме следствия первого суждения. 

Чем раньше начато применение метода противопоставления при 
обучении, тем больше эффект, получаемый от него. 

Применение противопоставления не должно проходить эпизо- 


дически: в любом классе всегда имеются возможности иСПолЬЗО- 
вания этого метода. 


1 В данной работе под обращением мы понимаем п 

упражнений посредством замены ролями некоторых данн 
В логике под обращением принимают такое же п 

причем новые суждения должны быть истинными одновременно с исходным суж- 

дением. Система одновременного изучения взаимно обратных действий основана ‘ 

именно на многократном применении логической операции обращения, которая 

относится к так называемым непосредственным умозаключениям. 


рием составления новых 
ых условия и заключения. 
реобразование суждения, 
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4. @ ПЕРСПЕКТИВАХ ПРИМЕНЕНИЯ 
МЕТОДА ПРОТИВОПОСТАВЛЕНИЯ 


В программе каждого класса можно найти такие группы взаимо- 
связанных вопросов, взаимно обратных или сходных задач, кото- 
рые в настоящее время по традиции изучаются раздельно. По ха- 

к рактеру мыслительных процессов, на которых основывается изу- 
и Е чение таких взаимосвязанных разделов, они совершенно сходны, 
. поэтому важно обсудить вопрос о возможностях изучения этих 
тем в плане противопоставления и сопоставления. 
Про ‚а. Целесообразно изучать одновременно прямые и обратные 
а действия и операции, как-то: сложение и вычитание, умножение и 
ро. деление, возведение в степень и извлечение корня, заключение 
| в скобки и раскрытие скобок, логарифмирование и потенцирование 
`Вязано и ти, 
Я опе. При изучении арифметики в младших классах следует смелее 
и шире использовать этот прием, например, изучая раздробление и 
‘арших превращение именованных чисел, нахождение части числа и чис- 
опера ла по его части, задачи на уменьшение и увеличение числа в не- 
" сколько раз (на несколько единиц) ит. д. 
ое Сво- При одновременном изучении прямых и обратных теорем 
(ВОЛОМ (задач) в геометрии усваивается понятие множества точек («геомет- 
[М СИМ- рическое место точек») или понятие «характеристическое свойство 
я, част- фигуры». 
опера: | При одновременном изучении умножения и деления облегча- 
ческие ется усвоение понятия действий второй ступени и т. п. 


‘венно При традиционной методике, по которой обычно чрезвычайно 
на долго отрабатывается какое-либо одно преобразование или правило 
= посредством многократного повторения однообразных упражнений, 
знания учащихся поневоле пребывают в фазе «элементарных зна- 
| опе- ний». 
имера В действующих программах во многих случаях допущен отрыв 
= @^% задачи”от обратной ей: например, нахождение одной части числа 
о ОНО изучается во И классе, а обратная задача — нахождение числа по 
[- величине его доли — в 1\ классе. Мы установили. на опыте, что 
.. вполне доступно и целесообразно рассматривать эти две задачи на 
одних и тех же уроках уже во И классе. ` 
Гарай Экспериментальное обучение, проведенное нами совместно с 
учителями школ г. Ставрополя, г. Элисты, убедительно показывает, 


изо” что перегруппировка материала |_\ классов и систематическое 
130" применение противопоставления позволяют экономить в каждом 
классе до 15—20% учебного времени при значительном улучшении 
знаний учащихся и знакомстве их с большим дополнительным ма- 
х 
овы териалом [48]. , 
они, РВ настоящее время тождественные преобразования в началь 
ыы | ном курсе алгебры изучаются по трем разобщенным м. 
:; дей и и многочленами асс); 
Са разделам: действия над одночленам 
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разложение на множители (УП класс); действия над алгебраичке. 
кими дробями (УП класс)!. 

Экспериментальное обучение показало, что значительно бод 
выгодным является слияние этих разделов в единой теме «Тождест. 
венные преобразования», что позволило бы одновременно рассмат. 
ривать в едином цикле все возможные формы связей между алгеб. 
раическими выражениями по следующим этапам: 


1) 24° . 34? = 647; ба’: 34? = 245; 
ба? 
Заз 
4 106. 40°. м 

562 50’ Ба ° 10 

2) (@— 26 с =а— 95: ас — 26% =с(а— 95}; 

ас — 25с с(а— 25) ыы ас — 26 Е с (а — 25) я 


- =а— 25; 
с с а—12 а—2 


= 245; 


Все действия над алгебраическими дробями с соответствующими 
числителями и знаменателями. 

3) Умножение многочлена на многочлен; разложение много- 
члена на множители группировкой; все действия над алгебраичес- 
кими дробями с соответствующими членами. 

4) Формулы сокращенного умножения и разложения на мно- 
жители; все действия над соответствующими алгебраическими дро- 


бями: 


9—2 (х- 29) = м — 4; 
№ — 4 = (х—2 Е Е 
У = (%— 2) (х-+- 29); Я 


Достойна также внедрения в п 
ного изучения взаимно 


нахождение значения 
тригонометрической функции по заданному углу и определение уг- 
ла по значению его тригонометрической функции и д 


1 Отметим как весьма знаменательное явление то, что в новых программах 
по математике для начальной и средней школы предусмотрено изучение некоторых 
групп взаимообратных задач в одной теме. 

Так, в [ классе рассматрива 

ые и обратные), увеличени 
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ЯР И 


ИМИ 


[оГо- 
1Чес- 


МНО- 
дро- 


При раздельном и 
длительное время ре 
правила, и потому создается видимость 
риала. Но после того как пройдены обе операции, ученик при реше- 
нии любой задачи из данных двух типов должен уметь правильно 
выбрать один из двух возможных вариантов рассуждения. Тут-то 
и обнаруживается дефект обучения. Пока дети изучали каждую те- 
му порознь, они не встречались с необходимостью выбора и соответ: 
ствующее умение у них не было выработано. Поэтому и возникают 
массовые ошибки подмены одного действия другим. 

Иное дело при одновременном изучении этих задач: здесь с са- 
мого начала ученик рассматривает различие и сходство задач раз- 
ного вида, овладевает надежными приемами их дифференциации. 

6. При обучении математике важно сравнить противополож- 
ные понятия, рассматривая их одновременно: прямая и обратная 
теорема; прямая и противоположная теорема; прямая и обратная 
функция (в частности, показательная и логарифмическая функция; 
тригонометрическая функция и обратно тригонометрическая функ- 
ция); периодические и непериодические функции; возрастающие 
и убывающие функции; неопределенные и определенные урав- 
нения (и их системы); непротиворечивые и противоречивые уравне- 
ния, неравенства (и их системы); прямые и обратные задачи вообще 
(в тригонометрии: задачи на нахождение угла по значению тригоно- 
метрической функции и наоборот; в арифметике: задачи на прямую 
и обратную пропорциональную зависимость и т. Н 

В связи с этим отметим как неоправданный порядок изучения 
теорем, применяемый в книге Н.Н. Никитина «Геометрия» «Просве- 
щение», 1969). В этом учебнике в теме «Параллелограмм» сначала рас- 
сматриваются все прямые теоремы (свойства параллелограмма), 
а затем даны все обратные теоремы (признаки параллело- 
грамма). 

К тому же автор данного учебника к некоторым теоремам этого 
параграфа не поместил обратных теорем и, наоборот, отдельным 
признакам параллелограмма не противопоставил соответствующие 
свойства параллелограмма. 

В теме «Соотношения между сторонами и углами треугольника» 
($ 30) теоремы даны без названий «прямая теорема» и «обратная тео- 
рема». ке 

Отсутствие противопоставления в подобных случаях отрица- 
тельно сказывается на развитии логического мышления учащихся. 

в. Можно сопоставить родственные или аналогичные понятия, 
как-то: уравнения и неравенства, арифметические и геометричес- 


зу 


и на основе одного 
тного усвоения мате- 


чинам изучение сопряженных вопросов было 
хотя бы при повторении, система- 
в обратную и наоборот. 


1 Если по тем или иным при 
осуществлено раздельно, полезно сравнить их 
тизации знаний, перестраивая прямую задачу 


И 


кие прогрессии, одноименные законы и свойства действий первой и 


второй ступени (в арифметике) и Т. п. 

г. Можно сопоставлять этапы работы над упражнением, спо. 
собы решения: решение и проверку решения, решение и составле. 
ние упражнения, графическое и аналитическое решение системы 
уравнений, аналитический и синтетический способы доказательства 
теорем, решения задач, аналитический и синтетический способы 
составления уравнений, неравенств и т. п. 

В литературе существует понятие «совместное, или параллель- 
ное, изучение разделов математики», под которым разумеют такой 
порядок, когда взаимосвязанные действия сближаются во времени, 
но рассматриваются на разных уроках: скажем, один день изучают 
умножение трех, на следующий день — деление на три (И класс. 

Хотя такой вариант и лучше варианта с разрывом изучения 
взаимно обратных операций на большее время (скажем, на неделю), 
его нельзя считать осуществлением принципа противопоставления. 
Термин «одновременное изучение» подчеркивает ту мысль, что меж- 
ду решениями взаимосвязанных примеров или задач (например, 
3.4 = 12 и 12:3 = 4) должно пройти не больше чем несколько 
минут или даже секунд, а не сутки, причем этот промежуток вре- 
мени нельзя заполнять какой-либо другой работой мысли. 

Разумеется, это вовсе не исключает того, что в отдельных слу- 
чаях при введении новых трудных понятий может быть целесооб- 
разным один-два урока посвятить ознакомлению с содержанием 
только этого понятия. 

Так, например, специально 1—2 урока возможно посвятить 
введению понятия умножения во ПП классе (как повторение равных 
слагаемых) или введению понятия нахождения части числа в 
\У классе. 

Однако противоположная операция (деление по содержанию во 
] классе, нахождение числа по его части в \У классе) вводится до 
закрепления прямой операции; процесс закрепления, выработка 
навыков применения этих операций лучше всего осуществляются в 
процессе одновременной работы над обеими операциями. 

В этом заключается то принципиально новое, что вносит после- 
довательное осуществление принципа противопоставления. 

К сожалению, некоторые авторы при использовании данного 
эффективного приема непоследовательны; например, в новых учеб- 
никах для начальной школы предусмотрено одновременное вве- 
дение увеличения и уменьшения на несколько единиц (| класс) и 
...раздельное введение увеличения и уменьшения в несколько раз 
(1 класс) («Начальная школа», 1968, № 11, стр. 59), вто время как 
внаших исследованиях была доказана целесообразность одновре- 
менного введения указанных понятий и во втором случае [48 ]. 

Другие исследователи, правильно указывая на значение связей 
между понятиями, оказываются непоследовательными при оценке 
роли временного фактора; так, Л. Н. Занков пишет, что «вовсе не 
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обязательно, чтобы соответствующие примеры на сложение и вычи- 
тание, умножение и деление решались на одном и том же уроке. »[0 

Вопрос об интервале о 

С рвале времени между изучением противополож- 
ных операции не может иметь однозначного решения. Все зависит от 
сложности предлагаемых упражнений. 

‚Как известно, доказательство прямой и обратной теоремы (не- 
обходимое и достаточное условие) не всегда удается рассмотреть на 
одном уроке. 

Однако важно помнить следующее: еще до доказательства обе- 
их теорем на первом же уроке полезно сформулировать обе теоремы, 
записать их символически рядом. Тем самым поневоле будет обес- 
печено изучение обеих теорем в противопоставлении хотя бы на 
двух смежных уроках. 

Но ведь в традиционном курсе геометрии зачастую поступают 
по-другому: с начала изучают подряд все прямые теоремы, а че- 
рез неделю все обратные им теоремы, причем учащиеся так и ос- 
таются в неведении относительно связей и различий между взаимно 
обратными теоремами (например, свойства и признаки параллель- 
ных прямых, свойства и признаки параллелограмма и т. п.). 

Разумеется, вопрос о границах и своеобразии применения ме- 
тода противопоставления требует внимательного изучения. 

Так, например, лишь после рассмотрения всех частных случаев 
сложения рациональных чисел (что потребует 1—2 специальных 
уроков) возможно ввести действие вычитания. 

Это вызвано тем, что пример на вычитание, полученный обра- 
ЯтИть | щением первого случая сложения, решается (через сведение к сло- 

ти жению) на основе четвертого случая сложения. 


ВН | Однако важно то — это подчеркнем еще раз, — что основную 
па | массу упражнений по освоению действий первой ступени над ра: 

ь. циональными числами выгодно выполнять сразу на оба действия. 
1ю в0 Несомненно, что при детальной разработке метода противопос- 
ся ДО || тавления возникнут и будут решены многие иные вопросы методики 
отка ‚| математики (не только школьной), кроме перечисленных выше, 
ся во например вопрос об изучении в школе элементов интегрального 


исчисления в тесной связи с понятиями дифференциального исчис- 


_| 
ле _ ления’ [60]. к 
у. Сложившаяся ныне структура изучения математического ана- 
лиза в институте также насквозь аналитична, каки структура изу- 


ного — т 
школе. 
чеб- — чения элементарной математики В 
в Отметим, однако, что мы далеки от мысли рекомендовать везде и 
хо всюду применять противопоставление как самоцель. ы 
о Е Для выяснения возможностей применения противопоставлений 
4] - 
и. в тех или иных классах, по тем или иным темам требуется Бе + 
как | ное изучение вопроса, нужны усилия широкого круга учителей; 
вре | метод противопоставления должен быть РИ Е в. 
| ‹ наш опыт по 
Й | Весьма успешным оказался На!, НВ рей 
ей ] те курса ни по элементарной и аналитической геометрии 
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котором все парные, аналогичные предложения, относящиеся к 
плоскости и пространству, излагались на одном занятии, записы. 
вались символически параллельно (геометрические преобразования, 
геометрические места точек, сходные уравнения прямой и плоскос- 
ти, линий и поверхностей второго порядка и т. п.). 

Наш опыт обучения высшей математике в институте убеждает 
в действенности данного общедидактического подхода, в возмож- 
ности существенной рационализации обучения в вузе этим путем, 

Так, студенты у нас приучались видеть за одним и тем же урав- 
нением все возможные геометрические интерпретации. 

Например, уравнение х — 3 = 0 может означать и точку на оси 
ОХ (геометрия прямой), прямую, перпендикулярную к оси ОХ 
(геометрия плоскости), плоскость, перпендикулярную той же оси 
(геометрия пространства). 

Мы убедились также в эффективности приема сравнения сход- 
ных правил и законов при обучении математике в школе, например: 
изменение суммы и произведения в зависимости от изменения сла- 
гаемого и сомножителя; вычитание от числа суммы и деление числа 
на произведение и т. п. 

В заключение отметим, что применение метода противопостав- 
ления облегчает усвоение материала, изучается ли сложение и 
вычитание целых чисел, дробей, комплексных чисел, векторов. 

Или: будут ли доказываться теоремы в стиле Евклида или на 
векторной основе — на основе геометрических преобразований — 
одинаково важно сравнить прямую и обратную теоремы, необхо- 
димо на первом же занятии хотя бы сформулировать обе теоремы. 

Введение некоторых понятий теории множеств или математи- 
ческой логики тоже выгодно осуществлять с учетом принципа про- 
тивопоставления (разумеется, там, где это возможно). 

Уже при введении понятий «множество» и «элементы множест- 


ва» целесообразно на одних и тех же занятиях предлагать задачи 
прямой и обратной структуры: 


Назвать новые элементы оп- Найти название множества 
ределенного множества «живот- | по данным его элементам: под- 
ные»: птица, кошка, червь, | солнух, дуб, ландыш, герань, во- 
кенгуру... доросль, мох. 


При изучении понятий «элемент входит в множество» и «элемент 


не входит в множество» целесообразно также предлагать парные 
задания: 


Найти  сократимые дов | Найти сократимые дроби, 


которые сокращаются на 3. которые не сокращаются на 3. 


92 97-6, й 
Ответ. и Ответ. 5 р 


и О 
20 


{ 
- Э ры 
сократимые не на 3 

несократимые 
А 
99-5 Об 
6. *72 218 ** 


сократимые 
на 9 


Рис. 2 


Вот рисунок, которым можно изобразить ответы на оба вопроса 
(рис. 2). 

Изучение понятий «пересечение» и «соединение» множеств удоб- 
но также осуществить в противопоставлении. 

Пусть Р — множество всех ромбов (равносторонних парал- 
лелограммов), ПГ — множество всех прямоугольников (равноуголь- 
ных параллелограммов), К’— множество всех квадратов (одновре- 
менно равноугольных и равносторонних параллелограммов), С — 
множество всех ромбов и всех прямоугольников. (К сожалению, 
в математике нет слова-термина, обозначающего это понятие.) 

Тогда имеем: 

Множество К есть  пересече- Множество С есть объеди- 
ние множеств Ри П: нение множеств Ри П: 


по иллюстрировать на одном рисунке (оне 
я. одна из основных В математической Л | 
ое применение лишь при со 
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Оба суждения хоро 
Операция отрицани 
гике, найдет наиболее целесообразн 


поставлении со своим отрицанием, с отрицанием отрицания, 


с утверждением. 
Обозначим: 


— исходное суждение, 


те 


— суждение, отрицающее А (не А), 


= А (не не А есть А). 


практике обучения важно противопоставлять доказательство 
утверждением с доказательством посредством опровержения; в ито- 
те возникает у учащихся умение оперировать истинными суждения- 
ми как антиподом ложных суждений, и наоборот. 


Приведем примеры таких двойственных логических 


НИЙ. 


Дано истинное суждение: 
в: 

Какое соотношение является 
ложным относительно этих ве- 
ЛИЧИН? 

Ответ. а = 6. 


Вот еще один пример. 


Прямая теорема 

Произведение двух четных чисел 
четно. 
Доказательство (утверждением). 
Пусть 2а — первое четное чис- 
ло, 26 — второе число. Тогда 
2а - 26 = 2.2а6 — четное число. 
Теорема истинная. 


упражне- 


Дано ложное суждение: 
х < у (х меньше У). 
Какое суждение относитель- 
но х иу является истинным? 
Ответ. х >у (х не меньше у; 
одно из двух: либо х равно у, 
либо х больше у). 


Обратная теорема. 

Если дано четное число, то оно 
есть произведение двух четных 
сомножителей. 
Доказательство 
нием). 
Возьмем четное число 4 и не- 
четное число 7. Их произведе- 
ние 4.7 = 28 — четное число. 
Теорема ложная. 


(опроверже- 


Применение рассматриваемого метода облегчается при освоении 


таких противоположных операций, как логическое 
зъюнкция) и логическое умножение (конъюнкция). 


Пусть решается одно урав- 
нение: 
эх — 6 =0, 

(х— 2) &- 3) = 0. 
Уравнение распадается на два 
уравнения, решение каждого 
из которых удовлетворяет ис- 
ходному уравнению: 
О 3 = 0). 

То есть уравнение имеет два 
корня: х! = 2; № = — 3. 
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сложение (ди- 


Пусть решается система урав- 
нений с одним неизвестным: 

[х—2 = 0, 

2 -+х—6=0. 
Систему можно записать так: 
(х—2=0) Л «2х - 
+ 3) = 01, 
(и -ЭЛ (= 2) 

\хз = — 3). 


= 2 


Можно сказать: уравнение с 
правой частью, равной нулю, 
есть ДИЗЪЮНКЦИЯ уравнений, 
полученных приравниванием 
каждого сомножителя нулю. 
По-другому: множество реше- 
ний уравнения с правой частью, 
равной нулю, есть объединение 
множеств решений всех урав- 
нений, полученных приравне- 


нием нулю каждого сомножите- 
ля левой части. 


Приведем еще пример. 


Требуется решить неравен- 

ство: 
+3) (и— 2) < 0. 

ОЖ вет 
([-З3< Л “<>. 
Буква х обозначает одно и то 
же число в двух неравенствах: 

—3 <х<2. 


Рис. 4, 6. 


Можно сказать: система урав- 


| нений есть конъюнкция уравне- 


ний, их составляющих. 
Иначе: множество 
системы уравнений 
сечение множеств 
каждого уравнения. 


решений 
есть пере- 
решений 


Требуется решить неравен- 
ство. 
3) <-> 0. 
Ответ. 
М 
Буква х в двух неравенствах 
может означать и разные числа. 
Рис. 5, 6. 


Рис. 5 


2<х2 


На пути противопоставления контрастных понятии могут по- 


явиться новые возможности для [е) 


НИЙ. 


бозначения структуры упражне- 


Так совместное рассмотрение систем и совокупности В: 
позволяет освоить следующие формулы теории множеств и 


рот: 


АПВ- 
О 


5 


0 
П 


у=(х-2)(х+3)>0 


Используя сопоставления: пересечение множеств (1) — систе- 
ма неравенств ({), объединение множеств () — совокупность нера- 
венств (]), возможно решить пары взаимосвязанных упражнений: 


х<3 1. А 
р Ответ (А) 
‚ ий х>.3 Ответ я 

х>! 


5. ОЗНАЧЕНИИ ЦИКЛИЧНОСТИ 
В СИСТЕМЕ МАТЕМАТИЧЕСКИХ УПРАЖНЕНИЙ 


Новейшими исследованиями советских физиологов — учеников 
И. П. Павлова установлено, что в основе всей психической дея- 
тельности находятся циклические, кольцевые процессы, поток ин- 
формации по замкнутым путям’ [5]. 

Характерная особенность кольцевого процесса заключается в 
том, что он может быть начат с любого звена цепи (цикла) умозак- 


лючений и тем не менее привести к проявлению всех элементов и 
связей цикла. 


Анализируя с этих позиций систем 
ний, можно обнаружить в них два качественно различных вида. 

Структура этих упражнений такова, что при выполнении одних 
развиваются навыки лишь в прямолинейном применении правил; 
выполнение других неизбежно связано с осуществлением постоян. 
ного контроля, проверки каждой операции, причем последнее не- 
редко становится навыком и осуществляется`в подсознании. 

Современные школьные упражнения по математике, как пра- 
вило, имеют именно первую структуру, что, 
их достоинством. 

Например, в сборнике задач для У класса предлагается решить 
один за другим набор примеров вида (За — 26) . (За + 25) 
с постепенным усложнением их. 
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У математических упражне- 


конечно, не является 


НИКОВ 
и дея- 
к ин- 


СЯ В 
озак- 
ов И 


жне-. 
Ида. 
НИХ 
ВИЛ, 
ояН- 
не 


пра" 
5тся 


ИТР 


= 


Характер мыслите 
то данного приме] 


( — 96} 


сли вмес- 


пример вида: 


Проведенные эксперимен 
лера основывается на пор 5. 
рута р акочений И з т м 
мыслительный процесс в б Е Е б Ен: 

в более сл ‚ более содержательный и 
потому лучше развивающий способности ученика. 

Такие задания естественным образом развивают навыки само- 
контроля, совершающегося непроизвольно и иногда даже неосоз- 
нанно. 

При обычных упражнениях, как известно, самоконтроль очень 
долго не становится «привычкой», навыком, осуществляемым без 
напоминания. Причину этого можно усмотреть в том, что решение 
задачи прямой структуры завершается получением ответа как бы 
на полуцикле и этап контроля, проверки возникает лишь при до- 
полнительном требовании (решить и проверить). 

Совсем иное положение при выполнении деформированных 
упражнений: здесь контроль необходим как часть цикличного 
процесса. 

Обращенные задания являются более емкими, чем прямые: 
выполнение обращенных заданий в большей мере развивает у 
школьника умение выполнять и прямые преобразования, притом 
наиболее экономным образом: записан один пример, а в процессе 
решения его испробовано несколько вариантов, решено в сущности 
не менее 3—4 примеров. 

Этим объясняется повышение активности учащихся при выпол- 
нении обращенных заданий и соответственно большая результа- 
тивность решения этих примеров для усвоения материала. 

Нелишне отметить, что к систематизации упражнений до сих 
пор предъявлялись лишь формальнологические требования, Т. ©. 
в большинстве случаев учитывалось усложнение упражнения без 
качественного изменения его структуры. 

Например, по теме «Возведение в степень» на первых уроках 
алгебры в УТ классе предлагаются упражнения в следующей по- 
следовательности нарастания трудности: 


28 —; |=; = | (0,5ху' = ит. д. 


решение второго при- 


3 


едлагать ученикам того же класса по 


Рассмотрим, можно ли пр 
а рактера на определение значения й 


этой теме упражнения иного ха 
в следующих выражениях: 

2—0 = 9% 2 — 81; 43 = 908; х = 81ап. 

По форме последнее выражение является уравнением четвертой 


степени. 5 


Однако шестиклассники успешно и с интересом ‘решают 
уравнения, многократно пробуя и проверяя результаты В ме 

Наш опыт показывает полезность достижения циклической 
полноты системы упражнений, когда неизвестным искомым эле. 
ментом последовательно выступает каждый член данного выраже. 
ния (данной задачи). 

Так, шестиклассники справляются и с решением Уравнения 
(542)* = 12508, хотя оно по форме является показательным Урав- 
нением. 

Указанный подход помогает добиться не только разнообразия 
упражнений, но и ведет к лучшему пониманию и усвоению мате. 
риала по любой теме курса математики. 

Приведем несколько примеров. 

1) Пусть изучаются уравнения, приводящиеся к квадратным, 

Такие уравнения существуют трех видов: 

а) Полученные в результате решения уравнения два корня 
Удовлетворяют исходному уравнению. (Уравнению У 3 
3 удовлетворяют оба корня: х, = 1, = 3.) 

6) Один из полученных корней удовлетворяет исходному урав- 
нению, другой — нет. (При решении уравнения ]|/23 — 7х — 
ИЗ 9 получаются два корня: ж=2илх,= |, причем 
последний оказывается посторонним.) 

в) Оба значения неизвестного не Удовлетворяют исходному 
уравнению. (Решив уравнение Иб — 2х — Их —3=3, получим: 
= Ги =, причем оба значения х не удовлетворяют условию.) 

Если ученики, скажем, не встречались с уравнением последнего 


вида (что и бывает на самом деле), то их знания по данному разделу 
нельзя признать полными. 


2) При исследовании значений квадратного корня учащиеся 
выполняют задание следующего вида: 
ыы : 
а) Чему равно значение выражения ]/ а?— ба р 9 при а < 3. 
Ответ. —(@ —3 =3—а 
6) При каком значении т верно равенство: 


Ут? —4т-4 =т—9 и И т — Чт 4 =2— т? 


Ответ. ш> И 

в Ия = 1—5 при с>> 1. 

Определить подкоренное выражение х. 

Ответ. Нет решения. 

3) Пусть выведена следующая зависимость: 
большем (меньшем) единицы, большее число имеет 
ший) логарифм. 

Возможны три вида упражнений, которыми следует восполь- 
зоваться, чтобы обеспечить полноту ‘системы упражнений: 


при основании, 
больший (мень- 
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МУ 


у 


изделу | 


циеся | 


а) Сравнить логарифмы чисел Би 6 
ном 0,6, т. е. определить 


6) Дано: 108 ва > 105.56. 
Какое число больше: а или 6? 
в) Дано: 105,5 >> |об,6. 


Какое число больше: | или а? ит. д. 


4) В курсе алгебры обычно встречается такая задача на доказа 
гельство: «Доказать, что произведение двух нечетных чисел есть 
нечетное число». : 

Но лучше длож р у 

у предложить вместо нее следующую задачу, в которой 
достигается полнота рассмотрения вопроса: «Числа от 1 до 100 пе- 
ремножили попарно с каждым другим числом. Каких чисел среди 
произведений окажется больше: четных или нечетных? Во сколько 
раз? Почему?» 


Ученик установит всего четыре возможных случая: 


четное . четное — четное; 
четное . нечетное = четное; 
нечетное - четное — четное; 


нечетное - нечетное = нечетное. 

Вероятно, навык установления числа частных случаев должен 
отрабатываться с младших классов и не обязательно на математи- 
ческом материале. 

Сделаем, наконец, одно важное замечание о структурном реше- 
нии программы. 

По традиции алгебраический материал изучается в школе в 
соответствии с односторонней формальнологической классифика- 
цией по разделам: «Уравнения», «Неравенства», «Функции». 

Так, после линейных уравнений изучают опять же уравнения 
(но квадратные); квадратные неравенства изучаются как особая 
тема после квадратных функций и т. д. 

Приведем в данной связи весьма характерный факт. 

На основе анализа материалов приемных экзаменов в Ленин- 
градский педагогический институт имени Герцена председатель 
экзаменационной комиссии Л. Компанийц, учитель С. Негинский в 
статье «О чем говорят тысячи ответов» пишут: «...многие запуты- 
ваются — смешивают понятия «квадратный трехчлен», «квадрат- 
ное уравнение», «парабола»; видно, до сих пор дает себя знать пере- 
житок тех лет, когда функция, уравнение н неравенство изучались 
как изолированные темы» («Учительская газета» от августа 1967 г.). 

Нам остается отметить, что здесь правильно квалифицируется 
указанный структурный недостаток программы как ый 
розненности знаний, не связанных в свое время дидактичес 
средствами в единую систему знаний. 
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Данный случай говорит о том, как нередко «чисто логически, 
(или «чисто математический») подход ране несостоятельным 
при решении вопросов о рациональной структуре программы. 

Экспериментальное обучение показало существенные преиму. 
щества иной системы, когда материал располагается в виде развел. 
тывающейся спирали, причем каждый виток (цикл) спирали обра. 
зует внутренне целостную тему и изучается в одном классе. 

Скажем, пройдя цикл «тождества, приводящие к линейном 
уравнению -— линейное уравнение — линейное неравенство», МЫ 
возвращаемся на следующем витке опять к уравнению, но качест. 
венно иному, квадратному, сводящемуся к совокупности двух 
линейных уравнений: 


4 1 
[анна ре+дв (—Пе+д=В 
ыы ие РЕЗЕ 
5 -—— 2—5 =1|=——- 2—5 =0] 


При таком структурном решении последовательности тем появ. 
ляется возможность овладеть предметом в его становлении; так, 
свое место находит здесь и исходное понятие каждого цикла — тож- 
дество. 


Становится понятным и значение решения комплексных упраж- 
нений вида 2х -- 3 >> 11, а большей частью вида ах + В = @. 


Таким образом цикл должен выступать элементарной недели- 
мой единицей в структуре программы: если изучено, скажем, 
в УТ классе умножение одночленов и многочленов, то разложение 
на множители вынесением за скобки и все простейшие операции 
над дробями, связанные с этими двумя операциями, должны рас- 
сматриваться в той же теме, в том же классе; точно так же линейные 
уравнения, линейные неравенства и исследование линейных функ- 
ЦИИ Логично включить в один цикл, изучать их совмещенно и Т. п. 


Расширение или сокращение программы допустимо лишь по 
циклам. 


6. 0 МЕСТЕ ОБРАТНЫХ ЗАДАЧ ПРИ ОБУЧЕНИИ МАТЕМАТИКЕ 


Одной из характерных особенностей предлагаемой системы 
обучения является так называемый метод обратных задач. Этот ме- 
тод означает, что работу над задачей нецелесообразно завершать 
получением ответа к ней, а приемом обращения составлять и ре- 
шать в сопоставлении с исходной (прямой) задачей новую задачу, 
обратную задачу, извлекая тем самым дополнительную информа- 
цию, заключающуюся в новых связях между величинами исходной 
задачи. 
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Для этого в условт 
торые числа из условия п 

В арифметической или алгебраич 
различать три элемента: 

1) сюжетную сторону (например, ти на движение); 

2) числовые данные (скажем, десятичные дроби); 

3) математические зависимости и действия, посредством кото- 
рых решается задача. 

Существенным элементом, от которого зависит в основном Тип 
(вид) задачи, сложность ее решения, является третий элемент. 

В сборнике задач при подборе упражнений варьируют обычно 
сюжеты и числа, сохраняя неизменными математические зависи- 
мости. 

Это приводит к тому, что в той или иной группе задач часто 
находятся только однотипные; взаимно противоположные задачи 
оказываются при этом в различных частях задачника и рассмат- 
риваются отдельно друг.от друга. 

Обратные задачи уместно вводить начиная с элементарных зада- 
ний, используемых, скажем, для проверки сообразительности. 

Рассмотрим задание. 

а) Написать ряд чисел а, @», @з, ..-, а, так: на первом месте — 
любое число; второй член получить ИЗ первого, увеличив его В 
2 раза; третье получить из второго, увеличив его на 2, ит. д. 

Иначе: член ряда с четным членом больше предыдущего в 2 ра- 
за: (@2р = @ор-1" 2); член ряда с нечетным членом больше предыду- 
шего на 2: (ар+1= @2р +- 2). Вот один такой ряд: 19:4, 8,10, 20, 
22, 44, .... 

Наблюдения показывают гораздо большую трудность упраж- 
нений обратной структуры. 

6) Даны 6 членов ряда: 4, 7, 21, 24, 12, 15, ... . Дописать еще 
2 члена. 

Впрочем, задания а и б не являются взаимно обратными в стро- 
гом смысле слова: здесь используются разные параметры ие. 
первом ряду увеличение происходит на д ив2 раза, то во второ\ 

за). 
ряду на Зив3 ра : Ще 

Остановимся подробнее на анализе логических и психолог 

ческих особенностей метода обратных задач. 


Рассмотрим задачу. : й 
В Се день скосили 30 га посевов, во второй день скосили в 


9 раза больше, чем в первый день. В’ третий день скосили на 15 м 
я чем во второй день. Сколько гектаров скосили в трети 
, 


день? 


т, а неко- 


‹ой задаче целесообразно 


Решение. 
1) 30. 9 = 60 (га); 
2) 60 — 15 = 45 (га). 


х 45 га. 
__ В первый день скосили, неско 
у гектаров, во второй —в 2 раза 
больше, чем в первый, в третий — 
[9 на 15 га меньше, чем во второй 
день. Сколько гектаров скосили в 


х первый день, если в третий ^ день 
скосили 45 га? 


х 
[2] Решение. 


Рис. 7 1) 45 - 15 = 60 (24); 
2) 60:2 = 30 (га). 

'Схематически процессы решения данных взаимно обратных 
задач представлены на рисунке 7. 

На этой схеме решение прямой задачи изображено цепью сплош- 
ных стрелок, а решение обратной задачи — двойными стрелками. 

Чтобы последние связи были еще более упрочены, осмыслены, 
выданы на высшем коде, надо решить две другие обратные задачи, 
которым соответствуют следующие цепи связей: 


Составим теперь обратн 
нес кижииечяа) з ЕН УЮ за, 
дачу по схеме: -; в2 раза, Ба 
лЬко 
19 


ВЕ 939 ——— 2 


| и 


60 пе. 60 15 
45 в. 

Успех обучения решению задач посредством преобразования 
прямой задачи в обратную объясняется прежде всего тем, что такой 
путь устанавливает разнообразие связей, заключенных в содержа- 
нии задачи. 

Обратим внимание на следующие особенности решения взаимно 
обратных задач (не только по арифметике). 

а) При этой методике одно и то же число, понятие, величина, 
фигура и т. п. входит в несколько различных связей, находится 
существенно иными ходами мысли. 

Так, в рассмотренном примере число 60 в прямой задаче нахо- 
дится как произведение (30. 2 = 60), а при решении обратной 
задачи это же число получается как сумма (45 + 15 = 60). 

Говоря по-другому, в прямой задаче число 60 выступает как 
результат увеличения числа в несколько раз; в обратной задаче 
число 60 выступает результатом увеличения числа на несколько 
единиц. г 

6) В процессе преобразования прямой задачи в обратную уча- 
щийся выявляет и использует взаимно обратные связи между вели- 
чинами задачи: если в прямой задаче, скажем, определялась стои- 
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мость по цене товара, то в обратной задаче опрелеля 
о товара даче определяется цена или 
в) Решая обратную задачу, учащийся перестраивае” 
и умозаключения, использованные при. о 
: й ые при решении прямой задах 
При этом учащиеся овладевают практически ка к 
о и т у ически как новыми связями 
й , новыми, более сложными формами рассужу 
и ормам рассужде- 
м образом, ценны для развития мышления не столько пря- 
мые и а задачи, взятые сами по себе, а наиболее важный 
р элемент заключается в процессе преобразования 
о 
д ее в другую, т. е. в тех «невидимых», трудноуловимых и 
трудноизодразимых при логическом анализе элементах мысли, 
которые связывают процессы решения обеих задач. 
г) Важно отметить и другую структурную особенность подоб- 


ных комплексных упражнений: совокупность пары прямой и об- 


ратной задач, каждая из которых есть, скажем, задача в 2—3 дей- 
ствия, в дидактическом плане есть нечто отличное, чем две отдель- 
ные задачи в 2—3 действия; 10 существу это единое, качественно 
новое упражнение, одна задача в 4—6 действий; вторая часть тако- 
го сложного упражнения целиком выступает продуктом творчества 
учащихся, будучи структурным продолжением первой части. 

Как показывает наша практика, целесообразно распространить 
понятие «обратная задача» на случаи типовых арифметических или 
алгебраических задач, когда не одно, а 2—3 числа из ответа заме- 
щают столько же чисел, данных в условии исходной задачи. 

Рассмотрим в качестве примера задачу на нахождение двух чи- 
сел по их разности: 

В мастерской Катя сшила 3 платья, а Нина — 12 таких плать- 
ев. Поэтому Нина израсходовала, ткани на 36 м больше, чем Катя. 
Сколько метров ткани израсходовала каждая из них в отдельности? 

Если ответ задачи (числа 48 м и 12 м) ввести в условие задачи, 
а соответствующие числа 12 пл. и 3 пл. сделать искомыми, то мы 
получим обратную задачу того же типа. | 

Условия задач и их решения удобно записать рядом в следую- 


щей схеме: 
Прямая 


задача. Обратная задача. 
Нина — 12 пл. Нина Г) 48 м 


Катя — 3 пл. = Катя Г) 12 м 
9 пл. 


Зе ег. т ы Решение = 
В = 9, 1) 48 — 12 = 36 (и); 
2) 36:9 =4 (м); 2) 36:9 = 4, (м); 
94.12 =48 (м); 3) 48:4 = 12 (0; 
4) 4.3=12 (м. 4) 12:4 =3 (пл). 
Проверка Проерта 
48 м ее 12 Е 36 м. 12 пл, — 3 пл. =9 пл. 


Дополнительно к ранее сказанному о решении взаимно Обратных 
задач в тесной связи друг с другом приведем еще несколько примь, 
ров, конкретизирующих практические рекомендации по использо, 
ванию данного метода. 

По действующей программе рассматриваются примеры устного 
умножения на 5, 50, 25, но не изучаются способы деления на Эти 
же числа. 

Между тем именно противопоставление двух взаимно обратных 
действий является весьма полезным для развития мышления (безот. 
носительно к тому, письменно или устно выполняются эти действия), 

В задачнике А. С. Пчелко и Г. Б. Поляка даны только прямые 
задачи на среднее арифметическое, все обратные к ним задачи пере- 
несены в другие разделы математики. 

В программах восьмилетней школы после изучения функции 
у = х? рассматривается функция у = Их, но последняя не пред- 
ставляет полностью обратной функции (у = == Их). 

Вследствие этого оказалось невозможным ввести в восьмилетней 
школе понятие об обратной функции и использование важного гео- 
метрического преобразования — вращения графика вокруг бис: 
сектрисы первого и третьего.координатных углов!. 

Приведенный перечень необходимых корректив существующего 
порядка изучения математики можно продолжить и далее. 

Важно то, что понятие «обратная задача» позволяет с некоторой 
общей позиции подойти к распределению материала по классам. 

Прием составления новых задач, обратных данным, является 
универсальным: он применим для любых разделов математики и 
всегда приводит ученика к постановке новых проблем, получению 
существенно иных разновидностей задач. Умение решать прямую и 
обратную задачи является важным показателем достигнутой уче- 
ником глубины понимания изучаемого раздела математики. 

Имеет поэтому смысл рассматривать в методике математики 
составление и решение обратных задач как важный и удобный при- 
ем развития творческого мышления учащихся. 

В старших классах школы этим путем удается выяснить содер- 
жание логических категорий «необходимые и достаточные условия». 

Рассмотрим несколько характерных примеров. 

1а. Дано уравнение первой степени 5х — За — 
ется определить область изменения па 
нение имеет решение: 2 < х < 8. 

Ответ. 3,25 < а< 4,3. 

16. Обратная задача. В уравнении 5х — 2а — ах —3 
параметр а изменяется на промежутке 3,25 <а< 43. Определить 


ах — 3. Требу- 
раметра а, если данное урав- 


! На данной ступени обучения противопоставление однозначной прямой функ- 


ции у= х? идвузначной обратной функции у= +-Ух методически оправдано 
(подобно функциям у = зшхи у = Агс зп х). 
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соответствующую область изменени; сай 
о изменения значений ко 

Решение данной пары задач показывает, что изменение к ь 
линейного уравнения } ме. 
и на определенном промежутке является не- 

достаточным условием для изменения параметра (а) 
на соответствующем промежутке. 

о решена следующая задача на неравенства: 

-: а ом промежутке должно изменяться число т, чтобы оба 
корня уравнения х*°— 2тх -- т?— | = 0 были заключены между 
—2 и 4? 

Ответ: —3 < т- 5. 

Интересно рассмотреть обратную задачу. 

26. Дано уравнение х?— 2щх ++ т?— | = 0. 

В каких пределах будут изменяться корни уравнения, если па- 
раметр т изменяется в пределах —3 < т<5. 

Решив вторую пару задач, можно убедиться, что здесь необхо- 
димое условие отнюдь не совпадает с достаточным условием. 


За. Если е 62, с? составляют арифметическую прогрессию, то 


рня. Ответ. 


1 1 
числа составляют то: ет Г - 
а же арифметическую про 
грессию (а, 6, с — числа положительные). 


36. Обратная задача. Если 


, . : —1  состав- 
Вс са аб 
ляют арифметическую прогрессию, то числа а, 6, с тоже со- 
ставляют арифметическую прогрессию. 

4. Найти условие, необходимое и достаточное, чтобы корни 
уравнения х3-- ах?-- фх - с = 0 образовали геометрическую про- 
грессию. 

(Данная задача помещена под № 729 в «Сборнике задач по ма- 
тематике» К. С. Барыбина и А. К. Исакова, причем в решении оши- 
бочно отождествлены необходимое и достаточное условия.) 

Мы проанализировали выше процесс преобразования прямых 
арифметических задач в обратные. Столь же логически содержа- 
тельным и дидактически эффективным оказывается метод обратных 
задач применительно к геометрии и другим учебным предметам, 
где встречаются вычисления и математические рассуждения. 

Рассмотрим несколько простых суждений. 

Прямая теорема. Вписанный угол измеряется полови- 
ной дуги, на которую он опирается. 

Обратная теорем а. Дуга окружности измеряется 


удвоенным вписанным углом, опирающимся на эту дугу. | 
Указанная прямая теорема изучается в школе, а обратная — нет; 
тем не менее последняя используется при решении задач на вычис- 


ление столь же часто, как и прямая. 
Как показывает наша практика, большинство учеников не 


могут самостоятельно из первого предложения вывести второе: 
как и вообще в подобных случаях в математике, прямая СВЯЗЬ 
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вида «вписанный угол-> дуга» не перерастает автоматически в об 
ратную связь вида «дуга — вписанный угол». ь 

Чтобы достичь возникновения циклической связи вида «дуга 
— угол -> дуга», необходимо использование при обучении еомех 
рии (как и вообще математике) приема преобразования геометри. 
ческих предложений в обратные с последующим сравнением Исход. 
ной и производной мыслей и исследованием их истинности. 


Рассмотрим далее следующие взаимно обратные теоремы: 


Прямая теорема(П). Обратная теорема (0) 
В равнобедренном треугольнике | Если в треугольнике равны дв 
высоты, проведенные к боковым | высоты, то этот треугольник 
сторонам, равны. равнобед ренный. 


Прямая теорема | Обратная тебрема 
„Дано: а=с АА= СС, 
АА, | ВС 
СС, [АВ 


„Доказать: 
АМИ ПЕ 
„Доказательство: 
@=С 


++ 
ДАНЕС 


| 558 
ЛАСА,= САС, | АС=АС 
ее 


С6=АА, 


Рассмотрим внимательно особенности доказательства данных 
взаимно обратных теорем. 

В этих целях построим цепь силлогизмов, С. е. умозаключений, 
имеющих следующую структуру: 


Большая посылка, а) К есть Р. 
Малая посылка. 6) М есть К. 
Заключение. в) Значит, М есть Р. 


П.. а) В треугольнике про- 


и 4 тив равных сторон лежат рав- 
ем [ ные углы. 
Ми 
сти С 
рем 6) В ^ АВС против стороны 
ы, с = АВ лежит угол С; против 
: равной ей стороны а = ВС 
р лежит угол А. 
ем 
равны О в) Значит ДС=ХА. 
его % П.. а) Если гипотенуза и острый 
Ни угол одного треугольника рав- 
ны гипотенузе и острому углу 
другого треугольника, то тре- 
угольники равны. 
рема 6) ВД АСА; и ДСАС, АС— 


общая гипотенуза; ХА = С С. 


в) Значит, ЛАСА,= АСАС.,. 
П.. а) В равных треугольниках 
против равных углов лежат рав- 
ные стороны. 

6) Против угла Ав САС, 
лежит сторона ССа, а против 
равного ему угла С в равном 
треугольнике АСА. лежит сто- 
рона АА.. 


в) Значит, СС: = АА.. 
Что и требовалось доказать. 


теорем. 
Сходство. 

та же совокупность 
Различие. 

нования в доказательств 


2+ 


ции знаки импликации (стрелки 
отличие и сходство процессов Д 


О.. а) Если гипотенуза и катет 
одного треугольника равны ги- 
потенузе и катету другого тре- 
угольника, то эти треугольники 
равны. 

6) В прямоугольных треуголь- 
никах АСА, и САС, имеются: 
АС — общая гипотенуза; АА, = 
= СС, (по условию). 


в) Значит, А АСА!= ДСАС,, 
О.. а) В равных треугольниках 
против равных сторон лежат 
равные углы. 

6) Против стороны АА, в 
ДАА.С лежит угол С, а против 
равной ей стороны СС; в рав- 
ном треугольнике САС, лежит 
угол А. 


в) Значит, Дб == А ОАь 
О.. а) В треугольнике против 
равных углов лежат равные сто- 
роны. 

6) В А АВС против угла А 
лежит сторона а = ВС, а против 
равного ему угла С лежит сто- 
рона с = АВ. 


в) Значит, а = с. 
Что и требовалось доказать. 


Насхеме показано, как можно добиться краткой и емкой записи 
доказательства, когда каждая стрелка 


характеризует силлогизм, прич 
совмещены в одной записи. При таком способе фиксации информа- 
) предельно наглядно изображают 


оказательства прямой и обратной 


(переход от строки к строке) 


ем доказательства обеих теорем 


В обоих доказательствах используется одна и 
понятий и даже суждений. 

Суждение, носивш 
е прямой теоремы, 


обратной теореме, и наоборот. 


ее логическую функцию ос- 
становится следствием в 


Пример из физики. 


Прямая задача 

Найти общее сопротивление 
двух параллельно соединенных 
проводников сопротивлением 
З ом и б ом. ие 


Решение. 


—- 


т 
5. 


в 
х 3 
Ответ. х=? (ом). 


Пример из химии. 


Прямая задача 
Сколько железа содержится в 
200 г Ее.О? 


Обратная задача 
Общее сопротивление двух па 
раллельно соединенных провод. 
ников составляет 2 ом. Сопротив- 
ление одного из них 3 ом. Най- 
ти сопротивление второго про- 
водника. 

Решение. 


Обратная задача 
При анализе окиси железа об- 
наружено, что железа в ней 


содержится в 2,1 раза больше, 
чем кислорода. Написать фор- 
мулу окиси [50]. 


Проблема внедрения творческих упражнений, в частности ме- 
тода обратных задач, будучи проблемой не столько математической, 
сколько психолого-дидактической, не успела стать объектом вни- 


мания авторов учебников как для начальной и средней, так и тем 
более для высшей школы. 


7. ОПРЕДЕЛЕННЫЕ И НЕОПРЕДЕЛЕННЫЕ ЗАДАЧИ. 
ЕДИНИЧНЫЕ И МНОЖЕСТВЕННЫЕ СВЯЗИ 


Тренировочные упражнения по математике в настоящ, 
почти все состоят из определенных задач, 
А между тем решение неопределенных зад. 
решений), будучи связано с развитием способности к нахождению 
различных вариации, представляет не менее важный вид упраж- 
нений, содержащих элементы творчества. 

Проникновению в школу неопределенных упражнений, рас- 
считанных на развитие комбинационных способностей учеников 
мешает иногда традиция. ‹ 

Например, в книге Дж. Юнга, в свое время широко распростра- 
ненной среди учителей, утверждалось; что «неопределенный ре- 
зультат не имеет никакои цены, а неоп 


ределенная задача даже 
хуже полного отсутствия задачи» [61, стр. 144], 
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ее время 
имеющих одно решение. 
ач (имеющих множество 


ь а реоустся решить следующий деформированный пример: 
Г . ху Е? 1, Причем известно, что произведе- 
ние неизвестных сомножителей является суммой кубов 

тым ое — пример неопределенного упражнения, где 
осо т приобретает интерполяция суждений, ибо решение 
его с но с возможностью представить средний член (второго 
множителя) в различных видах: 


| — 2. 
2ху—\ —2х.у 
( —х. 2уит. п. 


„При решении этого примера возникает пу 
ций) и соответственно могут быть полу 


чок связей (ассоциа- 
чены различные ответьх 
(2-5 ху) (4 — 2ху -[ у?) = 8+ луз, 
(2х У) (4% — 2ху-- у) = 82 уз; 
(Х- 25) (^ — 2ху + 4) = 2 -| 83 ит. п. 

Проследим внимательно хотя бы за движением взгляда учени- 
ка, выполняющего такое неопределенное задание. Хорошо видно, 
как он многократно «считывает» зрительным лучом информацию, 
содержащуюся в обеих частях тождества, попеременно перемещая 
взор слева направо и справа налево. 

Эта наблюдаемая внешняя картина говорит о сложных психи- 
ческих процессах, происходящих в мозгу учащегося при решении 
такого неопределенного задания: сознание ученика при этом не- 
престанно корректирует получаемые выражения. 

Имеются основания утверждать, что такие задания заметно 
влияют на развитие критического мышления, учат совершать про- 
межуточные выводы, отличать верное от неверного, предполагать 
искомое и проверять его соответствие условиям. 

Короче говоря, выполнение неопределенного упражнения го- 
раздо содержательнее обычных заданий по богатству логических 
приемов, используемых при этом. . 

Хорошим приемом развития множественных связей является 
также упражнение по составлению учащимися нескольких задач, 
уравнений, неравенств и даже примеров и т. п., имеющих те или 
иные общие элементы. 

Активные методы обучения, соответствующие (адекватные) об- 
щим структурам математики как науки, сохраняют свою действен- 
ность при изучении многих ее разделов. ‚, 

Поэтому важной проблемой современной дидактики становится 
перенос эффективных приемов обучения из начальной школы в 
среднюю, а из средней — в Е НФ 

ющие упра : 

а маи. тени которой можно записать так: 
([-+С): 9 = 8 (П класс). 
$7 


2) Составить систему двух линейных уравнений, чтобы реше. 
нием ее были числа: х = 2, у = —3 (УП класс). 

3) Составить дифференциальное уравнение и наметить началь. 
ные условия так, чтобы его частными интегралами были функции 
вида у = х?— 6х -- 10 (Ш курс пединститута). 

Все эти задания неопределенны: каждый учащийся принесет 
уравнение именно свое, неповторяющееся. 

Структурно-противоположные задания по решению арифмети. 
ческой задачи в два действия (П класс), системы линейных уравне- 
ний (УП класс) или готового дифференциального уравнения (1 курс) 
общеизвестны, они повторяются в любом задачнике. 

Дело, конечно, не в повторении, как таковом, а в нарушении 
меры, когда очередное упражнение перестает уже нести новую ин. 
формацию. 

Рассмотрение неопределенных заданий вызывает интерес уча. 
щихся и способствует более сознательному усвоению материала, 

И все же с сожалением приходится признать, что в практике 
обучения математике неопределенные упражнения еще не получи- 
ли достойной оценки и распространения:. 


8. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ТВОРЧЕСТВО — ОДНА ИЗ ФОРМ 
САМОСТОЯТЕЛЬНОСТИ МЫШЛЕНИЯ УЧАЩИХСЯ 


Проблема развития самостоятельности мышления учащихся в 
процессе обучения математике является острой, еще не разрешен- 
ной проблемой методики математики. 

Анализ характера умственной деятельности учеников на раз- 
личных уроках, в разных классах показал, что лишь 15—20% учеб- 
ного времени тратится на самостоятельную работу, при этом чем 
старше класс, тем самостоятельных работ меньше. 

Создается ненормальное положение: с возрастом учащиеся, ко- 
нечно, становятся более способными к самостоятельной работе, а им 
предоставляют для этого все меньше возможностей. 

В литературе понятие «самостоятельность» толкуют часто не- 
четко, основываясь лишь на внешней стороне деятельности уча- 
щихся. 

Ученик может без помощи учителя решить тот или иной гото- 
вый пример или задачу, например установить делимость данного 
многочлена на (х — 2), пользуясь теоремой Безу. 

Однако характер мышления ученика изменяется коренным об- 
разом, если ему предложить, скажем, составить четырехчлен седь- 
мой степени, делящийся на (х — 2). 


+ Отметим как приятное исключение книгу В. В. Рассохина и Н. А. Целин- 
ского, в которой отмечено важное значение неопределенных задач для занятий 
по черчению [32]. 
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чащихся в 
разрешен: 


ов На раз 
20% уче 
_ этом чем 


боте, ани 


Если в числе тренировочных упражнений преобладают одно- 
типные, при решении которых ученик ограничивается лишь полу- 
чением ответа и сверкой его с готовым ответом, то такие упражнения 


не направляют усилия ученика на разрешение иных нешаблонных 


заданий, с чем ему придется встречаться в жизни. 

‚Знания ученика будут прочными, если они приобретены не од- 
ной памятью, не заучены механически, а являюте 
ственных размышлений и закрепились в результ 


я продуктом соб- 


р ате его собственной 
творческой деятельности над учебным материалом. 


Эту важную роль самостоятельности мышления для дальнейше- 
го приобретения и применения знаний отмечают наши известные 
ученые. 

Так, академик С. Струмилин в своих воспоминаниях пишет, 
что сначала он решал содержавшиеся в журнале задачи, а затем 
сам стал корреспондентом журнала, отсылая туда самостоятельно 
составленные задачи и теоремы. «И хотя это было еще весьма скром- 
ное творчество, — заключает он, — но все же его я считаю началом 
научной самодеятельности» [37, стр. 38]. 

Характерен в этом смысле также стиль работы над новым мате- 
риалом профессора Я. А. Хинчина; он писал, что для него лучшей 
формой усвоения нового является самостоятельный вывод того или 
иного результата и по возможности путем, отличным от изложенно- 
го в книге. 

Академик А. Н. Колмогоров указывает, что даже «простейшие 
математические знания могут применяться умело и с пользой лишь 
в том случае, если они усвоены творчески, так, что учащийся ви- 
дит сам, как можно было бы прийти к ним самостоятельно» [14, 
стр. 3]. 

Творческое мышление есть высшая ступень самостоятельности; 
иначе говоря, не всякую самостоятельную работу можно назвать 
творческой работой. 

При обсуждении вопросов обучения математике весьма важно 
учитывать то, что решение учениками предложенной задачи и 
составление ими аналогичной задачи в каком угодно классе суть 
процессы диалектически противоречивые, ибо применяемые в них 
формы анализа-синтеза коренным образом различаются. м 

Отшлифованное доказательство той или иной теоремы, краткое 
изложение решения задачи — это суть постройки’ без. лесов; 
мыслящий разум и: ‘познать и извилистый путь, который 

еме (задаче). 
ное о а Эйлер полагал, что, кроме описания ре- 
зультатов своих исследований, обогативших науку, ему надо = 
для общей пользы чистосердечно изложить еще и процесс искани 


труднениями. 
истины со всеми его зигзагами и за 
и математики мало чем могут помочь раз- 


в нем, по меткому выражению профессора 
все концы, дана уже готовая схема, 
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Действующие учебник 
витию творческих начал: 
Б. В. Гнеденко, спрятаны 


знания представлены в статическом состоянии, в завершенныу 
формах. 

Относительно так называемых творческих упражнений сущест. 
вуют в методике две крайности. 

Одни. полагают, что обычно ученик не может сам ставить пере 
собой проблему. Отсюда делают вывод, что в школьных Условиях 
уже достаточно, если ученик сможет решить готовую задачу, пра. 
ложенную ему учителем. 

К. Э. Циолковский писал, что сначала он делал открытия, из. 
вестные всем, затем известные немногим и, наконец, никому не из. 
вестные, 

Обучение математике в школе вполне можно и нужно строить 
так, чтобы оно казалось для учащегося серией маленьких открытий, 

По любому разделу математики можно сконструировать такое 
синтетическое упражнение, выполнение которого действительно 
содержало бы элементы творчества. 

Пусть пятикласснику предложено деформированное число 35.6, 
Требуется добавить в середине две цифры так, чтобы число раз- 
делилось без остатка на 9. 

Ход мыслей ученика примерно таков: 

«Найду сумму имеющихся цифр 3 -- 5 + 6 = 14. Ближайшее к 
14 число, делящееся на 9, это — 18, следующее 27. 

Не хватает 4 (18 — 14 = 4). Две цифры надо подобрать так, 
чтобы их сумма была равна 4». Возможны варианты: 4 и 0; Зи 1; 
2 и 2. Во второй группе вариантов сумма двух недостающих цифр 
должна составить 13 = 4 -- 9 = 27 — 14 (4 и9; 5и8; би 7ит. д.). 

«Сколько же разных решений можно найти?» — спрашивает 
учитель. 

Коллективно исчерпываются все возможные варианты для пер- 
вой группы: 35 406, 35 046, 35 316, 35 136, 35 226, а затем и для 
второй. 

Такая работа основывается не на прямолинейном применении 
правила (установления того, делится или не делится данное число 
на 9), а идет необычным путем. 

Размышляя и опираясь на правило, ученик в этом случае встре- 


чается и_с комбинаторикой, и с перечислением ‘всех возможных 
решений. 


Это несомненно математическое тво 
ное. 


Различные синтетические упражнения по составлению уравне- 
ний, задач и т. п. обладают для учащихся качествами новизны и 
оригинальности полученных результатов; поэтому есть все осно- 
вания отнести подобные упражнения к творческим. 

Нельзя также согласиться с другой крайностью, с ограничен- 
ным толкованием понятия математического творчества учащихся, 
когда под ним разумеют только изящное, чем-то необычное, отлич- 
ное от стандартного приема решение готовой задачи. 


рчество, пусть и элементар- 
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Конечно, нельзя отрицать наличия э 
такой преимущественно аналитической 
учитывать при обучении с 


лементов творчества и в 
деятельности, но важно 
ледующее положение. 

ло — техническое, музыкальное, 


начает созидание, синтез чего-то 
существенно нового; не может быть настоящего творчества там, где 


еятельность не но ) 1 < 
_ а сит прежде всего синтетического, конструктивно- 
Отметим: в данной связи и психологическую сторону вопроса 
Самостоятельно составленная и решенная задача запоминается 
полнее и прочнее,чем просто решенная [35, стр. 262]. 
Данный вывод подтверждается и опытом учителей: например 
передовые учителя математики Липецкой области считают, что ни 


один ВИД работы не заставляет учащихся так активно мыслить, как 
составление задач [25]. 


Творчество (какое бы оно ни бы 


9. ХАРАКТЕРНЫЕ ОСОБЕННОСТИ ПРОЦЕССА 
СОСТАВЛЕНИЯ ЗАДАЧ И ПРИМЕРОВ 


С точки зрения кибернетики условие любой задачи (или примера) 
содержит в закодированном виде программу для логических опе- 
раций, приводящих к ответу; в этом смысле процесс составления 
задач подобен процессу программирования работы некоторой вы- 
числительной машины, причем оказывается, что количество инфор- 
мации, содержащейся в условии задачи, больше, чем ее количество 
в полученном ответе [13, стр. 18]. 

Еще больше разница между объемом информации, использо- 
ванной в процессе составления задачи, с одной стороны, и содер- 
жащейся в условии составленной задачи, с другой стороны: только 
незначительная часть информации, использованной при составлении 
задачи, включается в условие задачи. 

В школах все еще мало уделяется внимания заданиям, подоб- 
ным следующим: 

Найти целые числа х, у, 2, такие, чтобы их наибольшим общим 
делителем была 1. Как называются такие числа? 

_ Наименьшее общее кратное двух чисел равно 12. Назвать такие 
пары чисел. Сколько всего решений? Е Е 

Составить и решить систему двух уравнений второй степени, 

е ю данные корни. 

- с. задачу, "ево квадратным уравнением, так, что- 


бы она имела два решения. 
Решено логарифмическое уравнение; составить аналогичное 


уравнение с корнями: х1 = —2, ж= +. 
Составить неравенство второй степени, 


9х5: 


имеющее решение: 
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Составить геометрическую прогрессию, такую, чтобы Сумма 
ее членов была равна 20, ит. п. 1. 

Решение готовой задачи оказывается часто тривиальным, с. 
ставление аналогичной задачи, удовлетворяющей определенным 
условиям, по новизне применяемых при этом логических. средств 
представляет вначале значительные трудности. 

В то же время — и это очень важно — трудность выполнения 
задания по составлению является временной, относительной: по. 
каз учителем способа сбставления превращает это задание в обычное, 
доступное для всех учащихся?. 

Чтобы подтвердить сказанное, приведем один характерный 
пример. 

Иррациональное уравнение вида И 2х + 1 — ИУЗх—3 = 1 ре. 
шается в школе путем преобразования к квадратному уравнению 
(с помощью возведения в квадрат обеих частей уравнения), что не 
представляет особых трудностей. 


Когда же мы предложили составить уравнение вида ИУщх ЕЫ 


+ Уд» + 6, = с, такое, чтобы оно имело одним из корней х, = 3, 
лишь наиболее сильные из десятиклассников сумели справиться с 
этим заданием? (эксперимент проводился без специальной подго- 
товки учащихся к выполнению таких упражнений). 

Затем задание было осложнено требованием составить такое же 
уравнение, имеющее два заданных корня (скажем, х, = 3, №=4). 
Вначале задание казалось не имеющим общего решения даже учи- 
телям-математикам. 


Однако достаточно было учителю один раз показать выполнение 
данного задания посредством метода неопределенных коэффициен- 


тов, чтобы восьмиклассники стали легко справляться с составле- 
нием подобных уравнений. 


Точно так же задание составить систему двух уравнений первой 
степени с данным решением (х = 2, у = 3) кажется довольно слож- 


ным даже студентам пединститута, хотя научить этому нетрудно и 
семиклассников. 


1 Чтобы убедиться в степени новизны подобных заданий, 
выполнив какое-либо из этих заданий, сравнить потраченные у 
теми, которые нужны для выполнения соответствующих анали 
по решению готовых задач тех же видов, 

2 Сравним: деление целых чисел в средние века считалось непостижимо труд- 
ным делом, хотя сейчас, когда найден алгоритм выполнения его и разработана соот- 
ветствующая методика обучения этому алгоритму, оно усваивается всеми нормаль. 
ными детьми 10 лет. 

3 О сложности этой задачи, вызванной в сущности только необычностью 
для школы (в том числе и для учителя) синтетических приемов рассуждений, мож- 
но судить по тому, что она была опубликована редакцией журнала «Математика 
в школе» в качестве конкурсной (условие задачи—1960 г., №6; решение—1961 г. 
№ 3). 

в. имеры подобного вида рекомендуется рассматривать с учащимися на вне- 
классных, кружковых занятиях, 


читатель может, 
силия и время с 
тических заданий 
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Введение синтетических упражнений надо начинать с элемен- 
тарных; очень важно, например, приучить учеников иллюст ре 
: ) риро 

вать правила и определения соответствующими примерами 

ны а а забывают требовать это. > 

ке обу с ; 
ее 
ИИ, с анализа готового ус- 

Наш опыт показывает, что нередко более целесообразно идти 
иным путем, когда учитель, привлекая к работе учеников, состав- 
и: а затем школьники решают составленную зада- 

. При таком методе учащиеся наблюдают сначала 
процесс синтеза, а затем— анализа; здесь синтез пролагает путь 
анализу в соответствии с логикой вопроса. 

При этом ученики усваивают во взаимосвязи оба пути мышле- 
ния: обучаются и составлению задач, и решению их. 

Иногда высказывается мнение, будто бы внедрение синтети- 
ческих упражнений равносильно добавлению новых разделов в 
программу и поэтому потребует дополнительного времени. 

Это имело бы место тогда, когда учитель.знакомил учащихся с 
приемами составления совершенно отдельно от приемов решения 
(скажем, сначала закончили бы решение всех видов линейных урав- 
нений, а потом лишь приступили бы к составлению некоторых из 
них). 

Но если решение каждого нового вида уравнения (неравенства, 
задачи и т. д.) сразу на том же уроке сопровождать составлением 
аналогичного (либо показать процесс составления нового вида Уп- 
ражнения, чтобы затем научить детей решать его), то дополнитель- 
ного времени не потребуется: в этом случае оба процесса образуют 
логическое единство. 

Подобно тому как устройство машины изучают, разбирая ее 
на части и собирая из отдельных частей целое, так и здесь при со- 
ставлении упражнения и решении его одно действие подкрепляет 
другое. 

Указанное возражение связано также и с тем, что не учитывает- 
ся сущность этих упражнений: во-первых, составляются задачи 
по тем же самым разделам, по которым раньше давались исключи- 
тельно готовые задачи и примеры; во-вторых, составление какого- 
либо упражнения завершается решением его. 

Стало быть, синтетическое ней содержательнее анали- 

вое включает в себя второе. 
о. решение одной задачи дидактически гораздо по- 
учительнее, чем решение двух готовых задач того же Вида, прай 
первое осуществляется в и ре ыте, правильное 

Поэтому, как это и обнаружилось в наше, х а в итоге 
сочетание синтетических и аналитических упражн 


иала. 
сокращает время изучения матер 
юр, сравнительно прочное усвоение восьмиклассниками 
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темы «Квадратное уравнение» имеет одной из причин то, 910 здесь 
ученики выполняют структурно взаимно’ обратные Упражнения, 
решение и составление квадратных уравнений по теореме Виета (Этого 
пока нельзя утверждать относительно других разделов алгебры 
Знаменательно, что это положение находит Психологическое 
объяснение, а именно составление задач и их решение всегда пои, 
водит к возникновению циклических связей мыслей (на основе пь 
рерастания прямой связи (А -> В) в обратную (В — А) и ПОЯвле. 
ния замкнутой связи (А — В -> 4). Подтвердим сказанное, ДЛЯ 
чего проанализируем несколько примеров. 
Пусть решается алгебраическим способом следующая задача; 
Отец и сын вместе заработали 60 руб., причем заработок отца 
больше заработка сына в два раза. Сколько заработал каждый из них 
Решение сводится к составлению уравнения (3) 


2х -- х= 60. (У) 


(Ответ к задаче. 40 руб. и 20 руб.) 
Проверка ответа в сущности сводится к установлению тождества 


[20]. 2+ [20] = 60. (т) 


Таким образом, схема обычных упражнений по решению задач 
алгебраическим способом выглядит так: задача (3)—уравнение (У)- 
—> тождество (Т). 

Можно решить сотню таких задач, но от этого мышление не 
обогащается обратимыми связями типа: тождество —> уравнение 
— задача. (Примечателен в этом отношении следующий факт: вось- 
миклассники обнаруживали непонимание смысла тождества, не 
умели конструировать тождества, пока не выполняли упражнений 
по преобразованию тождества в уравнение.) 

Чтобы довести одностороннюю незамкнутую связь (3) -> (У) - 
— (Т) до циклической связи (3) > (У -(Т- (У) - (3), надо 
сразу же вслед за решением предыдущей задачи предложить уче- 
никам составить аналогичную задачу, исходя, например, из тож- 
дества 


80]. 4 + [30] = 150. (Т)) 


Ученики обнаружат одинаковую роль чисел 20 и 30 соответст- 
венно в тождествах (Т) и (Т!) и перейдут от тождества (Т,) к урав- 
нению (У): 


4х -- х = №0. (У,) 


Дальше остается к уравнению (У,) подобрать соответств\ло- 
щее условие задачи (3;). > 

Ученик А. составил, например, такую задачу: 

Учительница принесла тетради в клетку и в линейку — всего 
150 штук. При этом оказалось, что тетрадей в клетку было 
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ление не 
внение-> 
КТ: ВОСЬ- 
ства, # 


в 


больше, чем тетрадей в К 
Ее ИЕ 4 пло и Е 
, инейку, в 4 раза. Сколько было тех и дру- 


гих тетрадей в отдельности? 
а обучения, включающая сопоставление процессов ре- 
у Я задач, показывает, что при такой ме ке 
ыы ‚ | К методике 
ученики значительно быстрее усваивают не только предусмот 
ное программой умение решать задачи. но сверх к не ее. 
и «внепрограммным» умением конструипова: ик 
} руировать алгебраическую за- 
дачу. } ) 
: Составление задачи, имеющей наперед зад 
Е оных связях, чем это бывает при реше- 
задачи, как правило "ВЫП ее ИЕ И ЕЕ 
т, Е олняются на основе одной и той же суммы 
знаний. 

Однако в первом случае нужно владеть еще особыми приемами 
конструирования задачи, комбинирования ее элементов, многие 
из которых намечаются с болышой долей произвольности. При 
этом часто приходится искать необычные связи, пока не будет най- 
дено удачное соединение элементов задачи. 

Умение решать школьные задачи и умение составлять таковые — 
совершенно разные умения. Из первого отнюдь не вытекает второе, 
но лишь второе раскрывает возможности подлинного познания 
первого. 

Разведенность во времени контрастных знаний и отсутствие 
творческих упражнений приводит к крупным прорехам в матема- 
тической подготовке учащихся. < 

Беда эта имеет основной причиной не учителя, передатчика зна- 
ний, а первичные источники информации школьника, т. е. струк- 
турные недостатки учебников. Е 

Так, например, некоторые поступавшие в столичный пединс- 
титут в массе своей «не владеют понятиями «необходимо» и «доста- 
точно», не представляют зависимости между прямой и ооратной тео- 
ремой; в лучшем случае понаслышке знают, почему ее. 
прямой теоремы вместо обратной — грубая логическая ошибка». 


10. ОБУЧЕНИЕ ПРИЕМУ ОБОБЩЕНИЯ 


анные решения, тре- 


Под обобщением будем понимать распространение какого-либо 


ятия к общему (например, от видового по- 


тного пон 
бер ому понятию «треуголь- 


нятия «остроугольный треугольник» к родов 


ник вообще»). 
огии такова: 

же умозаключения по анал ь 

в а а осылка. Предмет А обладает свойствами а, 


: В го рая посылка. Предмет В обладает свойствами а, 


в, С. 
а» от15 августа 1968г, 
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1 А Шепетов. Претенденты. «Учительская газет 


Заключение. Вероятно, предмет В обладает и СВОЙСТВОМ у; 

Суждения, полученные по аналогии, будут проблематическиме 
и подлежат дальнейшему исследованию и доказательству. 

Умозаключения по аналогии являются непременной составной 
частью творческого мышления, так как этим путем мысль человека 
выходит за пределы известного, пролагая путь к неизвестному, 

Об аналогии отзывался в поэтически восторженной форме зна. 
менитый ученый Кеплер, первооткрыватель законов небесной ме. 
ханики: ‹...Я больше всего дорожу Аналогиями, моими самыми 
верными учителями. Они знают все секреты Природы, и ими мень- 
ше всего следует пренебрегать» [28, стр. 31. 

Умственное развитие учащихся, которые должны подготавли- 
ваться уже в период школьного обучения к роли творчески мысля- 
щих активных деятелей, не может быть полноценным,если их не 
научат в школе специально применению приема аналогии. 

Простое применение аналогии дает упражнение, подобное, 
однопорядковое с исходным. От него следует отличать составление 
задачи обобщением, когда новая задача оказывается в том или ином 
отношении сложнее исходной. Процесс обобщения основывается 
на применении аналогии, но не сводится полностью к ней. 

Применение обобщения связано с преобразованием мыслей, 
с умственным экспериментированием; оно есть одно из самых важ- 
ных средств самообучения, т. е. самостоятельного расширения и 
углубления имеющихся знаний. 

Для достижения глубокого усвоения нового понятия, способа 
решения нельзя обходиться Задачами одного уровня трудности, а 
нужно предложить обобщенную задачу, а еще лучше дать уча- 
щимся возможность самим обобщить решенную задачу, чтобы 
затем решить таковую, видоизменяя, если нужно, прежний способ. 

„Нельзя признать удачным существующую практику дачи зада- 
ний, когда как в Т, так и в Х классе (без учета определившихся 
склонностей учащихся старших классов) всем учащимся предлага- 
ется одно и то же задание: предлагая одно и то же задание, мы пы- 
таемся измерить разные способности учащихся одной меркой. 

Наличие сплошь высоких баллов при тестовой проверке знаний 


или поголовный неуспех в контрольной\ работе — вот явные при- 
знаки потери чувства меры учителем. 


В практике обучения общее классное за 
среднего ученика, а для расширения познава 
более сильных учащихся необходимы допол 
самостоятельному обобщению и решению составленных задач. 

Если, скажем, готовую задачу решают все учащиеся класса в 
основном одинаковой последовательностью рассуждений, то с 
обобщением уже справляется не всякий!; результат обобщения 


дание рассчитано на 
тельных способностей 
нительные задания по 


1 В таких случаях задание по обобщению 
вано интересующимся математикой. 
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упражнений должно быть адресо- 


зависит не столько от суммы знаний, 
всех учащихся класса, а от умения комбини 
знания по-новому, заглядывать да 


примерно одинаковой для 
ровать, связывать эти 


| й льше обычных пределов. 
Характер упражнений, выполняемых в классе, должен отра- 


зиться и на характере контрольных и проверочных работ: чему ‚обу- 
чают, то и следует проверять. 

Наша практика говорит, что синтетические упражнения целе- 
сообразно включать в контрольные и проверочные письменные рабо- 
ты учащихся, хотя и в меньшем количестве, чем аналитические. 

Всякая математическая задача неисчерпаема в своих связях 
с другими задачами; после решения задачи почти всегда можно 
найти предмет размышления, найти несколько направлений, в 
которых удается обобщить задачу и найти затем решения создан- 
ных таким образом новых проблем. 

Работу по обучению приемам обобщения удобно начинать с 
упражнений тестового характера. 

Вот пример подобного простейшего задания. 

Даны три рисунка: А, В, а (рис. 8). 

Требуется нарисовать (или отобрать из нескольких предло- 
женных рисунков) такой рисунок Ь, чтобы а относилось к 6 так же, 
как А относится к 


живает в двух парах фигур 
яется местом с объемлемой 
не прямоугольника, овал 


Решающий данную задачу обнару 


й мен 

сходство отношений: ИЕ ы 

(или происходит А : Е. 

ща: ной сложн } 

внутри пРЯМОУ общения учащихся бывают и и 
о полнении простейших синтетич а 
- я . 

даже Я разница в силе воображения У а 
ть г ти и взрослые мало чем отличаютс 


которым 
о де а т программы, по 
1 Интересно отметить, что д нений. Уже созданы пр р 


: ж ь 
ности решения таких логических ира аналогию 


ачи на 
подобные зад 
вычислительные машины решают д. 47 


Например, когда было поручено шестиклассникам придумать 
различные разложения выражения 6х? на два множителя, то 
большинство ‘учащихся ограничилось тривиальными ответами. 
9х. 3х; 642. 1; 6. х?; лишь некоторые учащиеся, отличающиеся 
от своих сверстников в большой мере воображением и комбинатор. 


: 1 3 
скими способностями, придумали разложения 12х2. 2 5.88 
только один «ухитрился» использовать буквенные показатели: 


1 . 72х2-*, 
12 


На этом простейшем примере мы видим, какой широкий круг 


для комбинаций открывается перед учащимися, когда они полу- 
чают задания по синтезу тех или иных выражений. 


Пусть решена задача на среднее арифметическое: 
Купили 3 кг сушеных яблок по 60 коп., 7 ка сушеных груш по 

50 кои. Сколько стоит килограмм фруктовой смеси? 

60.3- 50.7 
ЗЕЕ 
Противоположным, недостающим элементом данного упражне- 

ния было бы задание: составить и решить аналогичную задачу по 


обобщенной формуле: 
а: АУ Ь. Вс. С 
ЕЕ ИЕ 


АВС 

В практике обучения очень часто упускают возможности само- 
стоятельного ‘обобщения учащимися математических предложений. 

1. Пусть учащиеся ознакомились с приемом устного умноже- 
ния на 11: р 

«Чтобы умножить число на И, надо приписать к нему нуль и 
затем сложить его с первоначальным числом». 

При умелом руководстве учит 
учащихся на обоб; 


Решение. 


2. Пусть шестиклассники вывел 
С и формулу ква . 
(@- 62= а 26 + в. Рмулу квадрата двучлена: 
Они же выполняют много упра 
жнений по - 
члена на многочлен. © мого 


квадрат любого многочлена: 
- 2ас - 26с. 


Такое упражнение вполне доступно и 
интересно ля Ч 
(самостоятельное обобщение формулы), но =: Е т Е 
лагается учителем. пред- 


3. В школе знакомят с признаком делимости на 9 = 10| 
Уместно обобщить этот признак, а именно установить признак де. 
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лимости на 99 = 102 Е» 

10*— 1. ВО: 
Ч 

ВН еы на 9, ..» 10 — [, если сумма чисел, содер- 

на9, 99, ..., 10% не т ровых гранях, делится 

999, так как 907 -- 092 Ее 092 делится без остатка на 


4. Пусть учащиеся в классе 


+ > У45 + Ук + Уж. где 


Решение. 


—Т и вообще на числа вида 


доказали неравенство а Ь + 
а, 6, с — положительные числа. 


(Ув —УБ)> 0, 


а-+6> 21 аб. (1) 


Аналогично имеем: 
Беру, (2) 


ста иас. (3) 


Сложив в отдельности левые и правые части неравенства (1—3) 
и разделив обе части на 2, получим доказываемое неравенство 
ао с> Уч Ув - Усс. 

Учитель теперь ставит проблему: обобщить доказанное нера- 
венство на 4, 5, ..., п членов. Итак, как же составить неравенство 
с четырьмя членами? 

Запишем левую часть: а НВ -с- 4. 

Это сумма четырех чисел. А как записать правую часть? 

Какую закономерность можно заметить в правой части доказан- 
ного неравенства? (Подкоренное выражение есть произведение двух 
рядом стоящих членов левой части, взятых последовательно.) 
Вероятно, таково же должно быть строение обобщенного нера- 
венства. 

Отметим, что такое осмысливание структуры выражения стано- 
вится возможным лишь после предъявления задания составить но- 
вое выражение, аналогичное исходному. 

Итак, предположим: 


ао-е+а> Ув-+Ую+ум+У 4. 
Доказательство строится аналогично: 
ав > 2 Уа5; 
ре> 2 Ук; 
Ри 
ата>2Уаа 


ые части отдельно, получим новое нера- 


еи прав 
Сложив левы р ом творчества самих учащихся. 


венство, являющееся плод 49 


Более смышленые из них могут пойти дальше, обобщив > 
венство на п членов: 
ты +... + > Иаа, +Уад, +... + Уз 
В этом случае они могут применить для доказательст 
математической индукции; можно также доказать его и 
ственно. 


5. На уроках геометрии учащиеся могут посредством обобще. 
ния получить новые соотношения. 


1 1 1 
Например, от соотношения — + — {+ — = 
и по Из г 


треугольника, учащийся может перейти к соотношению — 5 р н. 
1 2 
м -е = = ть верному для тетраэдра, где й,, й», й., ИН 
з а т 


соответственно высоты треугольника (тетраэдра), 
вписанной в него окружности (сферы) ит. д. 

6. Пусть требуется составить квадратный трехчлен, достигаю- 
щий максимума, равного 6, в точке х = 3. 

Для этого достаточно написать выражение вида у—6=а (х—3)?, 
где а < 0, а затем, если нужно, привести к стандартному виду. 

Если бы речь шла о минимуме функции с теми же условиями, 
То в том же самом выражении следует взять д >> 0. 


Однако задание можно обобщить на аналогичную функцию 
двух переменных: 


Ва мето 
Н @посре д. 


‚ верного для 


а г — радиус 


Парабола. Параболоид. 
у—6б= — 2% — 3) 20 203) —4 (у 
Утах — 6. Е 2), 
Е а = 6. 
Х=3 
= —2 
Соответственно для минимума функции: 
Г 2—6=- 2 (х — 3) +4 - 2), 
ры 6 = - 2 (х я 3), тип 38 о Е 
Упиа | = 6. х=З 
|= [у=— 2 


Нет ничего хуже, когда в таких 
нимает у учащихся самое интересно 
(или взяв его на себя), предлагает 
соотношение, оставляя им опять то. 
Применению аналогии и обобщени 
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Удобных случаях учитель от- 
е, опустив процесс обобщения 
учащимся готовое обобщенное 
лько доказательство, решение. 
я надо учить учащихся особо, 


из 


К же как и иным логическим опе- 
анализу и синтезу1. 


дто ознакомление б 
| ом: с обобщением и анало- 
гией надо вести на одних лишь положительных примерах #: 


Напротив, в обучен 
ии важно показывать 
ложность суждений идут в мышлении рука об ее и 


Полезно сравнивать верные соотношения с неверными, имею- 
щими по форме внешнюю, неглубокую аналогию: 


а. с 
9 


на специальных упражнениях, та 
я 


рациям: индукции и дедукции 
Нельзя думать, бу : 


[5 ее а. 
ос ь’ 
5.3=3.5, но 53-2 35; 


НО 


Уа5 =Уа -УБ, во 15(а6) 2 ва. 1665; 
абх = бах, но ачпьх = 6 зтах ит. д. 


Очевидно, некритическое использование аналогии может при- 
водить к ошибкам, если только забыть, что вывод, полученный по 
аналогии, необходимо завершать проверкой, доказательством. 

Аналогия, хотя и вводит часто в заблуждение, все же остается 
одним из средств, выводящим на путь истины. 

Упражнения по обобщению решенных задач могут найти место 
при изучении самых разнообразных тем, в особенности на факуль- 
тативных занятиях или на занятиях кружка. 

Цепь обобщений может содержать три, четыре и больше звеньев, 
пока мы не достигнем конечного пункта, где утверждение сменяет- 
ся отрицанием. Приведем соответствующие примеры. 


7. а) Дан прямоугольник со 
сторонами 4 - 9. Разделить его 
на 2 части такие, чтобы из 
них можно было сложить квад- 
рат (6. 6). 

Решение показано на рисун- 
ке (рис. 9) 


в) Предлагаем читателю обобщ 


6) Дан прямоугольник со сто- 
ронами 4,5.8. Разделить его на 
2 части такие, чтобы из них 
можно было сложить квадрат. 

Решение (объяснить по рисун- 
ку 10). 

От чего же зависит число сту- 
пенек лестницы в фигурах? При 
каком отношении сторон иИс- 
ходного прямоугольника зада- 
ча не может быть решена? 


цить задачу на пространство. 


Я у езать пря- 
Каково наименьшее число частеи, на которые ну жно разр р 


мо й аллелепипед 32 . 75 
угольный пар 0, 602 


но было сложить куб 


1 Вопросу о месте аналогии при обуче 
Весьма основательный анализ дан 


[47 ]. 
Д. Пойа [28 а, 6]. 


. 90 так, чтобы из них мож- 


чении математике посвящена наша книга 


ой проблемы дан в известных книгах 
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8. а) В ящике находятся 
яблоки двух сортов. Указать 
наименьшее число яблок, кото- 
рое нужно вместе взять из ящи- 
ка, чтобы среди них были два 
яблока одного сорта. 
Ответ. 3 яблока. 

в) Обобщим задачу, изменяя 
другой параметр: 

В ящике находятся яблоки 
п сортов. Требуется указать 
наименьшее число яблок, взя- 
тых одновременно, чтобы среди 
них наверняка оказалось № 
яблок одного сорта. 

Ответ. (#—1) -п +1. 
9. а) Требуется расставить 

в квадрате 4 белых, 4 красных, 

4 синих и 4 желтых квадратика 

так, чтобы ни в одном горизон- 

тальном, вертикальном или диа- 
гональном ряду не повторялись 

цвета (рис. 11) 
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Рис. 10 


6) Решить задачу при тех же 
требованиях (чтобы в наборе 
оказалось 2 яблока одного сор- 
та), если в ящике имеются яб- 
локи трех сортов, четырех сор- 
тов. п сортов. 

Ответ. п -- 1 яблок. 

г) Предлагаем читателю обоб- 
щить задачу дальше: 
..чтобы среди вынутых сразу 
яблок было наверняка по # яб- 
лок каждого из двух сортов 
(число яблок в ящике неогра- 
ниченно). Но есть ли это пре- 
дельное обобщение, когда за- 
дача уже не имеет решения? 

6) Имеем по четыре фигуры: 
круг, квадрат, ромб, треуголь- 
ник, окрашенные каждая в бе- 
лый, красный, синий и желтый 
цвет. 

Требуется разместить фигу- 
ры в квадрате так, чтобы ни в 
одном из рядов не повторялись 
однородные фигуры и цвета. 
Решение задачи сводится к 
отражению матрицы самой на 
себя от одной из диагоналей 
(рис. 12), причем большими 
буквами мы можем закодиро- 
вать один признак (фигуры), 
малыми буквами — второй при- 
знак (цвет.) 
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в) Предлагаем решить задачу, обобщенную на три параметра 

ыы даны 64 фигуры, различающиеся: 

А, а 16 треугольников, 16 окруж- 

6) по окраске: 16 белых, 16 красных, 16 синих, 16 желтых; 

т ал 16 картонных, 16 железных, 16 деревянных, 
тХ. 

Каждая фигура, таким образом, обладает тремя признаками. 
Требуется расставить их по одной в ячейках куба 4.4-4 так, 
чтобы ни в одном из трех направлений не повторялся ни один из 
признаков. Задача имеет простое решение, сводящееся к наложе- 
нию матриц рассмотренного вида. 

Учащиеся, будучи предоставлены полету своей фантазии, мо- 
гут выйти и «за пределы доступного». 

Например, слишком широкие обобщения приводят к формули- 
ровке задач, неразрешимых известными им средствами. 

Отрицательного в том ничего нет, лишь бы учащийся сумел 
отличить правильное от неправильного, возможное от невозмож- 
ного: пусть математика предстает перед изумленным взором уче- 
ника не как набор давно решенных задач, а как живое н вечно стро- 
ящееся сооружение, устремленное в безграничную высь. 

Ведь нетрудно показать и пятиклассникам, как путем обобще- 
ния математик Ферма загадал человечеству свою «великую теорему». 


Очевидно, 3 4 = 7. 
Ясно, 3+ а те ы 
о. И б" 52 с" или а" +" = с" (п — любое 
ыпее 3). = 
а 
ая ВА и качества личности: волю, настойчи- 


вость, целеустремленность. 
Приведем несколько характерных примеров. Иа воз. 
1. Роль (нейтральных) элементов сложения и У 


можно показать в сравнении буквально с 1 класса. 
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Когда сумма равна слагае- 
мому? 
а 0 =а. 


Такую же роль играет нуль-вектор (0) при сложении векто 
единица при умножении векторов на число: 


а 0 = а. 


2. Хорошо противопоставлять коммутативность и неко 


тивность операций. 
Коммутативность 


(переместительность). 
3+4=4+3; 
3.4=4.3; 
3. а=а: 3: 
а. 6=Ь. а 


3. Для развития обобщающего мышлен 
использование суждений отношения, пос 


дится одно 
порядка. 


При этом опять целесооб 
контрпримеры. 


Симметричность. 
23 =5-5=9 +3; 
ао -6 |а; 
16-6: | а. 

Уравнение х? — Зх о — 0 
эквивалентно уравнению 
%—2) (%—1=0. Уравне- 
ние о (х— 2) (х—  =0 эк 
вивалентно уравнению 
№ — +2 =0. 

Иван — родственник Петра. — 
— Петр — родственник Ивана. 


4. Транзитивность 


(переходность). 
а=ф; Б=с-ьа= с; 
ав; в |е-а|с: 


2-7 Орел южнее 
Москвы; Москва южнее Мур- 


манска.—>Орел южнее Мурман- 
ска. 
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Когда произведение 
сомножителю? 


а- 1 =а. 


Равно 


ров и 
а:1=а 
ММута. 


Некоммутативность 
(непереместительность). 


ия ценно также раннее 
редством которых вво- 


из центральных понятий математики — структура 


разно противопоставлять примеры и 


Несимметричность. 
РЕ 
НО 2. 
Орел южнее Москвы. — 
— Москва севернее Орла. 


Иван — сын Петра. > Петр — 
отец Ивана. 


Нетранзитивность 
(непереходность). 
10 5 15; 15 = 10 10—10; 
а |6: 61 е->а | с. Пря- 
мая а не пересекается с 5; 
Ь не пересекается с с; а пересе- 
кается с с (в пространстве). 
Иван — сын Петра; Петр — 
сын Трофима -> Иван — 


вать ПОНЯТИ! 
жание, чем. 
Под мате 
ния двух ви 
турно обрат 
Примеро! 
С ПОМОЩЬЮ | 
Задание ‹ 


40 кратно 20; 20 кратно 5 | а 
У к 40 не кратно 15; 15 не крат- 
. но 8. -> 40 кратно 8. 
4 —взаимно простое с 15; 15— 
| взаимно простое с 8 —> 4 — вза- 
имно составное с 8 (не вза- 
| имно простое с 8). 


и и усилия, затраченные на обобщение знаний, окупаются 
той большой экономией мышления в последующем, которое дос- 
тигается благодаря единообразным методам усвоения материала. 


11. 0 КЛАССИФИКАЦИИ УПРАЖНЕНИЙ 
И 0 МАТЕМАТИЧЕСКИХ ТЕРМИНАХ 

Для т проблемы классификации математических упраж- 
нений необходимо сначала уточнить содержание самого понятия 
«математическое упражнение». 

Из изложенного нами выше вытекает целесообразность прида- 
вать понятию «математическое упражнение» более широкое содер- 
жание, чем понятию «задача». 

Под математическим упражнением необходимо понимать зада- 
ния двух видов: предложение решить задачу (или пример) и струк- 
турно обратное задание — составить задачу (или пример). 

Примером будем считать любое упражнение, записанное только 
с помощью математических символов. 

Задание «Решить уравнение х -|- 10 = 35» есть пример, а зада- 
ние «Найти неизвестное слагаемое, если сумма равна 35, а другое 
слагаемое равно 10» будет задачей, так как оно сформулировано с 
применением слов и математических понятий. 

Упражнения на составление задач и примеров надо ввести в 
практику обучения как равноправные среди других упражнений. 

Некоторые полагают, что составление задач и примеров очень 
сложно и не под силу учителю, а потому ради его облегчения это 
дело следует целиком отдать на откуп авторам задачников. 

Не будем греха таить в том, что иногда начинающие (да и не 
только начинающие) учителя недостаточно владеют навыками со- 
ставления тех или иных упражнений, удовлетворяющих определен- 
ным дидактическим требованиям. 

Но это печальное обстоятельство возникает не по их вине. › 

Студентов, готовящих себя к работе в роли учителя математики, 

а : но — что возможно и должно — В 
сейчас не тренируют специальн ава акт 
составлении задач й упражнений, молчалино пнд № а 
соответствии с изменяющимися целями обучения они до 

имися под разными и многообещаю- 
зоваться задачниками, издающ Е 
ч «для повторения», «дополни 
щими названиями, сборниками зада 
: › «повышенной трудности», «на 
тельные», «для самообразования”, м ВЫ. 
соображение», «конкурсных задач», «для ус 
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Не отрицая несомненного значения этих пособий, мы 
акцентировать внимание на том, что нельзя ориентировать 
только на готовые сборники, что и сам учитель Должен на . 
составлять свои упражнения. Специфика обучения математике та 
кова, что умение учителя вовремя сообразить, иногда Экспромт, 
привести характерный пример, составить удачную Задачу игра 
подчас решающую роль в срочном образовании нужной ассоциации 
у учащихся, в усвоении ими новой идеи, в схватывании УЧащимися 
существенных сторон излагаемого материала. 

Деятельность передовых учителей математики характерна тем, 
что они сами составляют задачи, примеры, используемые на заня’ 
тиях с учащимися, а не ограничиваются содержащимися в задач. 
никах; многие из учителей сочетают участие в традиционных кон. 
курсах по решению задач с составлением своих оригинальных задач, 
часть которых предлагается в качестве конкурсных в методи. 
ческих журналах. 

На основе своих занятий со ст 
лями на летних курсах ( 
составления всех упраж 
женных в данной книге п 
ны. Подходя к проблеме 
ностей учителя математ 
димость ознакомления 


х упражне- 
вующих терминах. 


на исходном эта 
Полезность т. 


чам [12, 20, ]. 
ющих те или иные разновиднос- 
термины являются теми ориенти- 


мнением, 
соответствующая терминология должны [®) 


теля и вовсе не нужны ученикам. 
56 


: о ааеЯ учителя неверно отождествляют 
ормальнологические определ с 
пределения соответству: й 
ующи; 
Иногда считают, что будто слово- и 
чаемого им понятия должны вв термин и определение обозна- 
одиться одновремен ы 
де о ременно после накоп- 
те ока о большого опыта в оперировании дан- 
А р его соответствующим словом-термином. 
азывают прямую и обратную теоремы о бис- 


сектрисе угла. , 

р ы - Созданы все условия, чтобы пользоваться термином 

«геометрическое место точек» (или множества точек), н р 

самого понятия, не спрашивая учеников: Не ОПрЕлОВО 
учеников: «Что называется геомет- 

рическим местом точек?» 

Однако ж й 
а а ы ев ВАН программах ознакомление с этим 
РИ м не предусматривалось вплоть до УП класса. 

ли еще пример: семиклассники чертят график линейной функ- 
ции — прямую линию; в учебнике написано: «график линейной 
зависимости». 

Разгружаем ли мы ученика, подменив конкретный, точный ма- 
тематический термин «функция» другим, более общим и неопределен- 
ным словом «зависимость»? Конечно, нет. 

Своевременно введенные термины, характеризующие узловые 
понятия структуры науки, являются главной опорой последующего 
логического познания содержания науки. 

Неоправданная «осторожность» в этом вопросе, излишняя 
инфантильность, замена понятий псевдопонятиями (отсюда сомни- 
тельное «понятие о понятии», кочующее из программы в програм- 
му) — все это в сущности приводит к недооценке роли обобщений, 
к искусственной задержке умственного развития детей. 

В учебнике геометрии Н.Н. Никитина (1968, $ 27, 32) вместо 
доказательства обратной теоремы о биссектрисе угла доказывается 
противоположная теорема, но автор не решился назвать эту теоре- 
му ее собственным именем. 

Совершенно неоправданным является и то, что в этом учебнике 
прямая и противоположная теоремы не отделены логически друг 
от друга, причем противоположная теорема вообще не сформули- 

, олжения 
рована, а ее доказательство помещено втексте в виде продол 


Й емы. 
доказательства прямой теор 
Слово-термин может вводиться раньше формальнологического 


онятия. 
определения соответствующего п : 
о здесь напомнить, что многие ее Же 
ение, методы реше ес- 
ача на сумму и отнош р : 
зах а (метод геометрических мест точек, метод ПоОбв 
раический метод) и Т. п. вообще не Е не 
твующие тер р 
меняются соответс - 
. те понятий постигается учениками в результате мно 


гократного применения ИХ. рактика ОСИеДНИ ВЕТ, 


й как показала п 
ре ков действий целесообразно вводить с самых 
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слова-термины и 


названия компонентов 


первых уроков математики; оказалось также доступным и . 
ным для успешного изучения систематического курса т Оле, 
уже в начальной школе пользоваться названиями геометриче ий 
фигур (отрезок, диаметр, параллельные прямые ит. п.), азуне 
без заучивания соответствующих определений; в Эксперимент Ся, 
ных условиях учащиеся ПП класса успешно справ 


аль. 
ЛЯЛИСЬ с зад 
чами на пропорции и проценты [58, 59]. ` 


12. 0 РАСШИРЕНИИ И УГЛУБЛЕНИИ 
МАТЕМАТИЧЕСКИХ ЗНАНИЙ УЧАЩИХСЯ 


В методике обучения математике важно разграничить дидакти. 
ческие понятия «расширение» и «углубление» знаний. 

Зачастую расширение знаний выдают за углубление их; это при: 
водит к неверной ориентации методической мысли при определении 
места и роли конкретных вопросов программы, приемов обучения, 
создании оптимальной структуры программы и учебников. 

Так, в действовавшей до сих пор программе по арифметике для 
начальной школы в качестве меры по углублению знаний рекомен- 
довалось решать примеры на умножение и деление не только на 
трехзначное, но и на четырехзначное число; или еще: не ограничи- 
ваясь задачами на нахождение двух чисел по сумме и кратному от- 
ношению, находить три числа по их сумме и отношению [30]. 


Однако переход от умножения на трехзначное число к умноже- 
нию на четырехзначное число связан 


ки приводило — как одна из при 
нию по поверхности теории. 


Углубление же знаний связано с изменением характера умозак- 
ении упражнений, с заменой 


сторон математического упражнения) при сохранении, например, 
данных задачи, числа действий (т. е. количественных и формаль- 
ных сторон математического упражнения). 

Академик А. Н. Колмогоров писал по этому поводу, что учителя и 
и экзаменаторы, будучи ограничены в своей изобретательности, 
подхватывают чью-нибудь удачную выдумку и начинают услож- 
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› кумноже_ 
с расшире_ 
увеличение | 
чи связано 


нять ее лишь формально, создавая длинные, искусственные, но по 
существу тривиальные упражнения [17]. 


Скажем, после построения графика функции у = |х| можно 
немного обобщить упражнение, предложить построить график 
функции у == |х?— 1|. Но предлагать строить график функции 
вида у [х 3| | | 3х 10 | | 2х 6| | это уже на- 
верняка превышение меры‘. Неуместна тренировка всех учащихся 
в скоростном решении каверзных задач. 

Так, даже в учебниках математики, изданных в 1967—1968 гг. 
применительно к новым программам, нашли место примеры по 
арифметике с 7—8 (и больше!) действиями над многозначными чис- 
лами, со множеством скобок, со специально запутанным порядком 
действий, который не встретишь среди физических формул даже... 
вузовского курса. 

Сколько дорогих часов наших детей унесли эти архаизмы, в 
которых случайная описка одной цифры сводит на нет результат 
получасовых вычислений! 

Пора, вероятно, ограничить число и порядок действий в примерах 
той сложностью, которая встречается в формуле решения задач 
для данного класса. 

Да и работу над примерами возможно сделать более осмысленной, 
связав их с теми или иными задачами. 

Вот одно из таких упражнений: записать пропущенные числа, 
составить и решить задачу по следующей формуле: 

= 73+. 
73 27 


(Задача на среднее арифметическое.) 


Поучительны и такие задания: а 
В следующем выражении расставить числа, скобки и знаки дей- 
ствий так, чтобы соблюдался порядок действии, показанный рим- 
скими цифрами сверху: 


а 10% 
== (п) = С ) [- 


аний прививается еще и тем, 


и поверхностность зн 
о ы . иближенного 


что от учащихся не требуют доведения ответа до пр 

числа. 
Раздел о 

выражениями: 


гветов даже новейших учебников пестрит следующими 


Е ЕЯ 16 87—18 165 
У0,3, И2-+ УЗ, и 


1 Предложите ученику составить неравенство вида | ах +ы 
Ч Ян о Я Е к ме и 
а. = расширение и углубление знаний — это не одно и то ж 
‚ 


> Ё чтобы оно 
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агс {в уе 


(Эти ответы ами взяты из учебника математики 

А ведь вычисление приближенных значений этих выражени, 
сама по себе интересная: работа. и 

Не преодолев вековечного гипноза радикалов и арк 
возможно культивировать у учащихся столь нужную 
ническую» привычку к таблицам и счетной линейке. (Кстати, Мож. 
но бы перейти и к трехзначным таблицам, что заметно сократило 
бы расход времени на вычисления при сохранении всех познава. 
тельных моментов этого вида учебной деятельности.) 

В методических пособиях достаточно внимания уделяется так 
называемому этапу исследования решения, являющемуся также 
средством углубления знаний’ (например, при решении алгебран- 
ческих и тригонометрических уравнений, а также геометрических 
задач). 

Однако исследование решения задачи, как бы подробно оно ни 
было проведено, остается все же не единственным (и, быть может, 
не главным) способом углубления знаний. 

Оно ограничено в своих возможностях в том смысле, что исход: 
ный объект исследования дан кем-то; в процессе исследования реше- 
ния задачи мышление не выходит за пределы данного объекта, дви- 
жется по пути, предначертанному автором задачи. 

Поэтому бывает полезно предложить такое упражнение, чтобы 
учащийся в ходе его анализа поневоле вынужден был действовать 
на основе полного развернутого правила. 


Пусть учащийся дал следующее неверное решение примера на 
умножение: 


Кочетковыу 


усов, Не. 
«политех. 


496 
Х 201 


426 
952 


9946 
вместо правильного: 


426 
Х 201 


426 
952 


95626 


Почему так устойчивы эти «ошиб 
Психологическая с: 


выработанные раньше 
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ки с нулями?» 
ущность данной ошибки понятна: ассоциации, 
при вычислениях с числами, не содержащими 


я в се | ж 
нул редине, продолжают проявляться 3 
условиях. и при изменившихся 
Чтобы выработа 
ТЬ СВЯЗЬ «нуль в 
е середине й 
О . сдвиг 
шифр 2 ое произведения», учителя а 
г ют большое число примеров вида 496-201 ее 
кратным затверживанием правила г - 
Однако такая прямолит 
нию цели; указанная оши 
появиться через год! 
Применим, однако, обходной маневр, 


щимся восстановить отсутств 
, ющие ци 
примере: т 


а тактика мало помогает достиже- 
ка настолько живуча, что может снова 


а именно предложим уча- 
т множителя в следующем 


748 
374 


38148 


Вначале задание кажется учащимся совершенно непонятным; 
потом появляется первый проблеск — найдена цифра единиц мно- 
жителя — 2 (374 - 2 = 748); но, однако же, множитель трехзнач- 
ный, а даны всего два, а не три промежуточных произведения (748 и 
374). В чем же дело? Дело в нуле! Где же он? В середине! Почему? 
Последняя цифра 4 написана не под десятками, а под сотнями. Ясно, 
что умножать надо на сотни, а именно на | сотню. 

Но в задачниках по арифметике не принято предлагать такие 
деформированные задания, ведущие к углубленному познанию 
изучаемого. 

Хорошим средством углубления знаний служит решение не- 
которых задач двумя или больше способами. 

Между тем иного учителя обычно занимает больше мысль, 
какие новые задачи еще нужно решить, но не мысль, каким еще 
другим способом можно решить уже решенную задачу, добыть из 
того же объекта новую информацию. : 

Авторы учебников математики прежде всего заботятся о раз- 
новидностях самих задач и примеров, а нео способах их р 
например, считается достаточным ознакомление учащихся : ее 
са с двумя способами решения систем линейных т нам. 
раическим сложением и подстановкой), но зато полага аня 
важным ознакомление учащихся с решением аа к т 
уравнений с тремя неизвестными теми же нем неее 
же время о третьем способе решения систем (ср 


: нет и речи. 
неизвестных) в учебнике р далеко не ритори- 


Й я учителя 
При обычной нехватке времени для У тора 
чен Е чему из подобных двух путей (расширению или У у 


лению) дать предпочтение? х 


Так нередко новая разновидность упражнения, Добытая 
чественным усложнением исходного, оказывается в ЯВНОМ Код, 
почтении перед новым способом решения их. пред, 

Пусть решается задача: 

Матери и дочери было вместе 36 лет. Мать старше дща 
24 года. Найти возраст каждой из них. Ри ко 

Работа над этой задачей в том и заключается, чт 


шить ее двумя способами, но и сравнить эти с 
рассуждений: 


обы не только 
опряженные ОД 


1-й способ. 2-й способ, 
1) 36 — 24 = 12; 1) 36 -{ 24 = 60; 
12) 12:2 =6 (лет дочери); 2) 60:2 = 30 (лет матери): 
3) 24 +6 = 30 (лет матери). 3) 36 — 30 =6 (лет дочери), 


Если же данная задача решалась бы алгебраически, опять же 
полезно привести ученика к цели двумя путями: 


1-й способ. 2-й способ. 


х лет матери; у лет дочери; 

(х — 24) лет дочери; (У-Е 24) лет матери; 

Хх (-— 24) = 36; У-Е (у- 24) = 36; 

2х — 24 = 36; 2у - 24 = 36; 

х = 90 (лет матери); у =6 (лет дочери); 

х— 24 = 30—94 =6 У- 24 =6- 24 = 30 
(лет дочери). (лет матери). 


Нетрудно видеть всю сомнительность рекомендации некоторых 
методистов, предлагающих в подобных случаях ограничиваться 


лишь одним «простейшим» способом, обозначая буквой х меньшее 
из двух чисел. 


При изучении графиков функций (у = х?, у = я, др.) в сред- 
Хх 


роения графика только «по точ- 
графика — геометрический (без 


ней школе обходятся показом пост 
кам», второй способ построения 
вычисления координат точек) — не рассматривается. 

Подобные факты, которые можно перечислять и дальше, пока- 
зывают, что существующая практика обучения слабо вооружает 
учащихся различными способами «преобразования информаций». 

Правильная методика должна учитывать и то и другое: как 
накопление знаний (накопление информации), так и обогащение 
мышления связями между знаниями (способами преобразования 
информации); важно не упустить второго в погоне за первым. 

Другой ‚важный вид работы, также содействующий углубле- 
нию знании, —— это проверка решения найденного ответа. 

Пусть решен пример: на вычисление алгебраических дробей: 

ка — = и получен ответ —54 


2—9 а 2—9 


Для ше 
стик 
ция, ког классн 
да ем ика вс 
му пре ВОЗНЕ 
] зникает 
тета: прое 
роверить а интригу! 
5 чита ующая 
ние с. ситу 
е сложену уа- 
ем: 


| 


9 Ка 
а-+3 


в 
ь к Получится л 
96, | Н и в самом 
| адо отметит деле умер 
над уп ь, чт тьшаем 7а — 
ма к ражнением н о проверка ты И 
Те ов ари м недост ка ответа 2—9 ° 
, м ат а как 9 
(л к В ты етики и а очно учитыв ак составно 
Оч 1х шко лгебры! ается р 
‹и 1 вильно о вре льных про о при составле! работы 
: ОПЯТЬ о о увлечения и указ с 
сти лож ываетс 
ми в ог КНЫМ ется 
курсе арифы раничения дей и преобразо ЕН, 
об. зательных о о ействий над ваниями по ал го 
Така м по г и их 
я гео\ МОЖЕ начн { 
для ое НЕЕ В а И - мита: 
< Л й ы >. 
к тной работы В открывает бо не. 
6; математикой льшие во 
ыы Кой. можности 
. ОБ 0БУЧ 
ои); о ЧЕНИИ КАК ПРО 
: а дним из важней ЦЕССЕ ПЕРЕРАБОТ 
= 30 их десятилетий о результатов КИ ИНФОРМАЦИИ 
рой мыслей ают п научног 
Од о о ое. послед- 
передав рмацией поним Е «информа 
и некоторых ее от одного ео юбое сведение, сооб на 
заничиватыя а АЕ (живого или щение, сигнал 
: П венной меркой заключается в неживого) д у. 
их мены се рименение аппар й к информационн возможности а. 
язано с ата тео ым про дОити С 
ее рии инфо роцессам. 
Е что, конечно —. м а рмации к процессу об 
др.) В” Тем не ме раничивает област огрублением этого ие 
г. нее такой подхо ь приложения процесса 
тьКо 10 10 лен выявить некото д, ранее неизвестнь дано» аппарата. 
уческий (е ры получить Вия Па моменты В нии =: поз 
еории и ‚ полезны ристике 
| ции — 6 нформации вво не для практик еее 
ое ит. Говорят дится мера для и обучения 
‚лыше, ответов при ‚ что выбо измерения : 
Н р одног инфо а 
| вору, и соя информации: ь роты 
аи щую 3 я я 
иформ, дих ребуется об ау 
} я обн . 
другое: в среди 8 монет ни взвешиванием 09 
ии К нет, если она тяжел м одну фальшивую 
обог. аиий ратчайшее решение сводит ее остальных. ую монету 
ы чтся к трем вз 
обра м 1) Н (Г= | вешиваниям 
. а 0958 = 3): : 
тереме ь чашки весов стави ея 
ь ти е перетянули м по 4 монеты. Берем те 4 м 
г но = у онеты, кото- 
та. р 1 
м2 и ое тов русской учебной лите 
. в настоя: ешения уделяли знач ратуре имеют задачник 
щее ительно больше В ики, в которых 
время. нимания, чем В ти отвующиХх 
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2) Раскладываем последние опять на чашках по две, Берем Г. 
перетянувших монет. с ру 

3) Повторив то же самое, найдем, наконец, фальшивую Моне 
(тяжелую). 

Итак, задача решена тремя выборами, т. е. решение ее Ме 
«цену» в 3 бита информации. 

Легко видеть, что такой принцип подсчета информации (рав. 
нения сложности задачи) обобщается: если требуется выб 
| элемент из п равновозможных, то количество информации 
числяется по формуле / = 105. п. 

Рассмотрим еще один пример. 

Пусть первоклассник рассматривает приведенные ниже рисун. 


ки (рис. 13). 
ЧО е 


Рис. 13 


Пусть в речевой практике он усвоил следующую классифика- 
цию фигур: 


рать 
ВЫ- 


Основание | фигуры | 


классификации “о 


по величине = 

(большие, маленькие), | большие | |маленькие! 
по форме граничной 
линии 

(П — прямолинейные, 
К — криволинейные), 

по цвету 

(Ч — черные, 

Б — белые) 


Между учителем и учеником происходит следующая беседа: 


Вопрос. Какая фигура стоит на пятом месте? (рис. 13). 
Ответ. Маленький черный круг. 


Вопрос. Как ответить на предыдущий вопрос без слова 
«круг», а словом «фигура»? 


Ответ. Маленькая черная криволинейная фигура. 
Или еще так: 


Вопрос. На каком месте стоит большая белая прямолиней- 
ная фигура? у 

Ответ. На седьмом месте. 

Отвечая на оба вопроса, ученик перерабатывает 3 бита инфор- 
мации, так как трижды делает выбор из двух возможностей (боль- 
шая — маленькая, прямолинейная — криволинейная, черная — бе- 
лая). 
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пассифик. 


В принципе такие задания Мо? 

Е дания можно усло; гь далы 
ея отношению р: Е Е дальше, например, 
прямоугольник, круг — овал). х с 
гуры какую-то деталь (скаже: а 

Процесс узнавания в эт 
Е а все больше информации 
спользовать пр с 
ием подсчета 
анализа следующего. далек ` информации для 
а дующего, далеко не простого методичевого Вог ы 
о традиции раздел «Первый де не - 


| сяток» в | классе изучал $ 
ре | ) чался так: 
В р е знакомятся с числовым рядом от 1 До. 10; во Е 
рой подтеме изучают сложение и вычитание в тех же пределах 


ре РЕ авомятся сразу с названиями всех чисел первого 
дес - последствии проявляется отрицательно: в этом случае 


ученик при решении как примера | -| 3, так и примера | -- 9 ответ 


выбирает наверняка среди всех 10 известных ему чисел. Но ведь в 
подобных случаях расход времени пропорционален количеству 
извлекаемои информации; поэтому разница в сложности примеров 
1 Зи 1 -- 9 здесь как бы смазывается: в каждом случае прихо- 
дится извлекать 105» 10 == 3,1 бита информации‘. 

Второй путь, который проверен многократно автором этих 
строк, состоит в том, чтобы названия всех чисел до 10 не сообщать 
сразу учащимся; так, ученик, ознакомившись с числом 4, тут же 
изучает все возможные действия в пределах этого числа: 2 -{ 2, 
$1, 1 Зит. д. [55, 56]. 

Нетрудно подсчитать, что если изучается число п, то всего су- 
ществует (и — 1) таких примеров на сложение. 

При втором подходе картина переработки информации иная: 
для решения примера 1 -- 3 требуётся извлечь только 10924 =2 
(бита): ученик пока «работает» только с четырьмя известными ему 
числами: 1, 2, 3, 4. 

Нетрудно заметить, что второй путь должен быть значительно 
более экономным. Е ы 

Практика обучения показала, что это действительно т - вис 
по действовавшим «нормам» учащиеся изучали эту тему и. г 
сов, в опытных классах данный материал ЕЯ Наыр 

Всякое обучение есть многократный процесс Е 
формации сначала с помощью учителя, а потом и с“ : 


учеником. 

В этом плане можно 
мы отличаются друг от др 
системы. 


включая и не вклю 
звездочку) ИТ. Ла 


ом случае усложняетс 
лучае усложняется, поскольку при- 


методические систе- 


\ ть, что азличные 
Е з зличные кодовые 


уга прежде всего как ра 


нет малыш до прихода в школу 
щее значение прнобретает метод 
тельные операции, ибо 


Л ИЛИ 
ь Суть дела не изменяется от того, знал 


названия чисел первого десятка; здесь А р вычисяя 
введения чисел учителем, включение те 
т е познается чи : еде 
пе Е также отразилось положительное влияние ф 

, 


ров [55—58]. т. 


3 Заказ 542 


Буквослагательная метода обучения _ грамоте, 
«Дететве» М. Горького, была несовершенна по причине, аналоги 
ной рассмотренной: ВЕДЬ Алеша о и. - ЫЛ заучит: с 
чала названия всех букв алфавита, прежд реходить к к. 
гам и словам. 

Современный букварь построен совершенно по-другом = зна 
только первые две буквы (м, а), первоклассник учится Составлят, 
слова, наполненные смыслом: ма-ма, ам-ам. : 

Стало быть, одна из особенностей рациональной 
заключается в возможно раннем употреблении крупных единиц — 
сложных носителей информации. Достоин внимания в ЭТОЙ связи 
следующий вывод теории информации: «Чтобы закодировать сооб. 
щение для безошибочной передачи по каналу с шумом, необходимо 
объединить длинные последовательности символов в один сверх. 
символ» [27, стр. 194 |. 

Обучение парами действий, группами задач и теорем, обрати- 
мыми связями, обобщением, соединением анализа и синтеза — все 
то, что мы подробно рассматривали в предыдущем изложении, — 
приобретает теперь тот смысл, что таким путем мы своевременно 
адаптируем учащихся к более сложным и потому экономным кодам. 


В теории информации теоретически найдены пути такой опти- 
мальной передачи информации*. 


Описанная 


дидактики 


14. УКРУПНЕНИЕ ЕДИНИЦ УСВОЕНИЯ ЗНАНИЙ 
ПРИ ОБУЧЕНИИ МАТЕМАТИКЕ 


относится, в частности, 


Понятие «обратная связь» превращается в настоящее время из 
узкоспециального кибернетического В общенаучное понятие, В 
новую философскую категорию. 

Соответственно содержание данног 
меняется, как только оно обслуживает 
ной науки. 

Например, обратная связь 
ратная связь в психологически 
технических системах имеют ли 


о понятия существенно из- 
сферу той или иной конкрет- 


рактер и слож- 
угубо различными 


* Подробное рассмотрение вопроса можно найти в работах [15 


‚ 27, 43]. 


Обратная связь в физь 
в физиологических проп ` 
раныше других школой И. П. ЕЕЛОЕЕ к - 
гласн зу гг академика. 

Со о результатам . академика П. К. Анохин Г 
И. П. Павлова, осуществление организмом как .6 и - 

. ‚рганизмом какого бы то ни было 
Я и числе и психического) возможно лишь’ на основе 
т В сигнализации в головной мозг о процессе выполнения 
ка ранее запрограммированных в головном мозге по 
вательностей операций [5]. ых и 

Простейшая схема 

ма процесса с отрицательной атной 

о | льной обратной связью 


вход — 
Е выход 


Е 


| обратная 
Связь 


Под ячейками А и В здесь подразумеваются любые искусствен- 
ные или живые органы переработки информации. 

Информация, попавшая в ячейку А, подвергается переработке 
(или перекодированию) и затем передается в ячейку В. После ячей- 
ки В информация не идет сразу на выход, а снова возвращается в 
ячейку А, где имеется некоторый аппарат сравнения, сопоставле- 
ния промежуточных результатов с соответствующими показате- 
лями. 

Под эту абстрактную схему проявления отрицательных обрат- 
ных связей можно подвести, в частности, и операции, связанные с 
проверкой ответа прямой задачи решением обратной задачи (на- 
пример, проверку сложения вычитанием и наоборот; умножения 
делением и наоборот; логарифмирования потенцированием и наобо- 


ВотВи т. Д.). 
Рациональная .мето, 
ние обратных связей в процесс 
работки Е А 
е облегчается во3 В 
м возможно большее разнообразие этих т. 
ловия создаются именно при переходе к СОМОВ - м 
там общее количество информации в системе не теряе м 
шается), но имеет возможность накапливаться Е. ь 
поскольку при этом кро м етением долго- 
«связанную» информацию, становящуюся Пр 


временной памяти [27]. ы Е 

: Приведенная выше схема прощесса с а а и: 
аботки ИН ек 

обнаружить в термине о ия так называемых деформи- 


щественные особенности выполнен . 


3* 


должна облегчать проявле- 


дическая система 
ссах пере- 


ах мышления, т. е. в проце 


ие обратных связей и где 


рованных упражнений вида Г. а3= 4°, которые решаются пь 
начально, вероятно, серией проб, подбором пропущенного Эле — 

(Первый цикл: 4 +3 =7, 7528. Второй цикл: 5 +3 = 

8.) ь 

Особенности решения такого деформированного примера 
сущи вообще работе над любым упражнением, полученным ы 
обычного исключением одного из элементов Упражнения ь 
превращением этого элемента в искомый) и включением Отв, 
та исходного упражнения в условие нового, преобразованног, 
задания. 

Хронометрические измерения, проведенные нами, говорят 
том, что на решение деформированного упражнения в среднем тра. 
тится времени в 1,5 раза больше, чем при решении обычного 
упражнения. Можно полагать, что во втором случае перерабаты. 
вается и пропорционально больше информации, 

Поучителен также и логический анализ процесса выполнения 
деформированного примера. 

Так, пример аа 
второй ступени: его можно 
скольку в левой части стоит 
ние (поскольку находится не 
ному произведению а 
примером на разложени 
в сущности сочетает в с 

жение, деление, разложение на множители), 
Поэтому решение как бы равносильно тренировке во всех этих трех 
операциях одновременно. 

В рассматриваемой системе обучения работа над деформирован- 
ными упражнениями становится одним из главнейших методичес- 
ких стержней. 

Итак, где выполняется деформированное упражнение, там сра- 
батывает механизм обратной связи, а там, где непрерывная коррек- 


ция и исправление ошибок, там и достигается глубина и прочность 
знаний. 


ом плане). 
Обратные связи, возникающие 
информации, могут быть различной 
Применительно к вопросу о матема 
но сделать следующий практический в 
ратных связей неизбежно при сочетан 
но-обратными им (метод обратных з 
заданий по тому или иному разно иметь дефор- 
мированные упражнения на всех уровнях, разных ступенях обоб- 
щения. 


при поэтажной переработке 
структуры. 
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Приведем пример 
об ащенного упражнен 
ах р ого упражнения на разных кодовых 


словесный код 


Разность квадратов чис 
| р тисел равна сумме двух чисел, 


символический код: 1 | умноженной на разность этих чисел. 
М— 


ЕЕ Е (ЕЕ ЗУ.) | 


числовой код: 4 


00—22 = 9996 | 


Обсуждаемая в книге методическая система основана на том 
что ученик многократно совершает выбор между двумя или больше 
возможностями: положительное или отрицательное число; прямая 
или обратная (противоположная) теорема; прямая или обратная 
функция (например, показательная или логарифмическая); прида- 
точное предложение условия или причины; тепловой эквивалент 
работы или механический эквивалент теплоты и т. п. 

Стало быть, при этой системе извлекается учеником дополни- 
тельная информация, поскольку соответствующая система упраж- 
нений понуждает ученика непроизвольно выполнять в большом 
числе выборы действий, знаков, понятий, суждений, ходов мыслей 
из нескольких возможных. Но природа информации такова, что 
извлекается там, где есть выбор, и извлекается тем больше, чем 
чаше делается этот выбор. 

Так, начальные буквы или начальные слова фразы предопреде- 
ляют соответственно последние буквы слова или окончание фразы 
и облегчают их угадывание. 

Поэтому-то человек при быстром чтении лишь схватывает нача- 
ла слов и даже фраз; остальное же домысливается на подсознатель- 
ном уровне за счет опыта, многолетней учебы, за счет ранее накоп- 
ленной информации. 

о установлено, например, что объем БЕ мг 
ной памяти (одновременного запоминания) составляет у з 

. выходит, что второй путь выгод 
фавита или 5 односложных о : о больше букв 
нее: за то же самое время память может выдать три г ти: 
Формула умножения одночлена на многочлен и ы У бон 
несет в себе значительную о —ь о ления многочлена 
для изучения противоположной опер и у = ах — 2}; тОлЬ 
на множители вынесением за скобки: зе р («Если че- 
ко что сформулированное Е ий т вв нем противополож- 
тырехугольник является параллелогр х 


информации, 
т значительную часть 
ные стороны равны») содержи В р 


необходимой для ет я УР “четырехугольнике про- 
ег параллелог 
щего признака пар 69 


тивоположные стороны равны, то он является параллелотраниии, 
а 
и анна переработка информации имеет тот Смысл, | 
при подъеме с нижнего этажа вверх память оперирует сокращены 
ми первичных носителей информации, каждая из которых представ. 
ляет целую цитату из предшествовавшего текста. 
Поясним эту мысль на анализе приведенного выше примера 
Закодируем слова прямой теоремы порядковыми номерами слову 
предложении: 


ЕЕ ЕО 
1 2 3 
Основание Если четырехугольник является 4 слова 
4 


словие ( 
Орлвне) параллелограммом, 42 буквы 


ет 8 6 слов 
Следствие то в нем противоположные Е 
(заключение) _ 9 10 ты (В) 
стороны равны уквы 


Запоминание обратной теоремы согласно этим представлениям 
совершается иначе, чем прямой теоремы. : 

А именно во втором случае не повторяются те же 42 + 33 = 
= 75 букв, для этого достаточно запомнить лишь изменившуюся 
последовательность известных символов высшего. кода — номеров 
слов (1 а ое па 10 —5 —7а—3—4). 

1 2а 8 


9 10 


Если в четырехугольнике противоположные стороны равны, 
5 7а 3 4 


то он является параллелограммом. 

Здесь происходит то же самое, что бывает при предварительной 
передаче поздравительных телеграмм по стандартным текстам: 
за каждым номером скрывается целая «цитата» — слово (или даже 
словосочетание, фраза, абзац). 

Итак, суть дела заключается в том, что запись в памяти обрат- 
ной теоремы, поданной сразу же после прямой теоремы, осуществ- 
ляется, минуя нижний буквенный код, сразу на втором (верхнем) 
словесном коде с помощью команд, отсылающих, скажем, к номе- 
рам аббревиатур (всего 13 цифр и букв — условных носителей 
чнформации второго кода). 

Учителям известно, что при раннем использовании символи- 
ческого изображения прямой и обратной теорем может совершать- 
ся еще более экономный «скачок», уже через два уровня в иерархии 
кодов. 

Если запоминание прямой теоремы (А - В) требовало восприя- 
тия и записи в памяти 75 букв (на уровне знаков), или 10 слов 
(на уровне слов), то обратная теорема уже записывается посредст- 
вом всего лишь ... трех знаков (В -> А), где В — основание, А — 
следствие. 
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иях об этажной переработке ин- 


ременного изучения 
что то же самое, — 
усвоения. 


ремени, чаще всего в пределах од- 
ного урока, группы взаимосвязанных понятий, реа 
, 


теорем, определений, связанных друг с другом формально и по 
содержанию, осуществляем — на языке кибернетики — передач 
информации как бы законченными фразами или более аи 
последовательностями символов, что должно повышать надежность 
передаваемой информации. 

Предельно упрощая суть дела, можно сказать так: при обучении 
надо возможно больше составлять взаимосвязанных упражнений из 
небольшого числа носителей информации (букв, цифр, слов, линий, 
знаков), меняя лишь комбинацию или пространственное положение 
Их, иногда вводя минимум новых элементов. Совместное решение 
взаимосвязанных упражнений приведет к возникновению обобщенной 
информации, крупной единицы усвоения. 

Данный вывод подтверждается на практике при обучении в на- 
чальной и средней школе; при рассматриваемой системе учащиеся 
меньше допускают ошибок, быстрее продвигаются в учении, проч- 
нее запоминают материал, развивается самостоятельность их мыш- 
ления. г 

Приведем в заключение несколько примеров, в которых показа- 
но, как следует совмещать сходные или контрастные правила, суж- 
дения, т. е. пользоваться, свернутыми формами умозаключений: 


сторон параллелограмма 
ребер параллелепипеда 


1. Сумма квадратов равна сумме квад- 


ратов его диагоналей. 


о Сумма 


Произведение 
слагаемых 


сомножителей * 


не изменяется от перестановки местами 


3. Если при увеличении одной величины в несколько раз другая 


увеличивается во столько же раз, то эти величины называются 
уменьшается 

прямо 
обратно 


пропорциональными. 


выше 
_ показательно" _ функции располагается — правее 
4. График ‘логарифмической . 
оси абсцисс 
оси ординат“ 


7! 


Причастным 
`Деепричастным. 
мыми словами, 


причастие 


А 
оборотом называется деепричастие © Завиеи. 


выделяется 


6. Реакции, в которых тепло ПОРЛОНВБТСЯ 


данными веществами 
; 


Экзо 
называются Эндо термическими и т. п. 


Разумеется, на уроке эти сдвоенные суждения прочитываются 
(анализируются) дважды, читаются нередко разными учащимися, 
однако важно фиксировать соответствующую буквенную информа- 
цию начиная с низшего кода (на уровне знаков!) в подобной Эконом. 
ной форме (на доске, в тетрадях, в учебниках): повторяющиеся 
слова записываются (стало быть, воспринимаются зрительно) лишь 
один раз. 

Мы до сих пор рассматривали особенность обучения укрупне- 
нием единицы усвоения в плане информационных представлений. 
Рассматривая данную проблему в системе понятий формальной 
логики, мы найдем, что укрупнение единицы усвоения знания дос- 
тигается прежде всего применением приемов обращения или обоб- 
щения суждений. 

Нередко оказывается вполне уместным и выгодным исполь- 
зование обоих приемов в одном комплексном задании. 

Так, например, в нашем опыте экспериментального обучения 
оказалось весьма эффективным сочетать изучение во [| классе еди- 
ной таблицы умножения и деления в пределах 100 с одновременным 
выполнением тех же действий с круглыми десятками и над соответ- 
ствующими именованными числами. 


По этой системе на одних и тех уроках решаются примеры и 
задачи, сводящиеся к следующим операциям: 


6.4 24:6 24:4 
60.4 | 240: 6 240: 40 


40 коп. -6 | 2 руб. 40 коп. :6 |2 РУб. 40 коп. : 40 коп. 
4 ке. 60 |2ц 40 ка: 60 2ц 40 кг; 4 ка 


(учителя Басанова Е. С., Мазина К. Л., Лазарева М. А. и др.; 
1965—1966). 

А ведь по традиционной системе указанные примеры решались 
разрозненно по меньшей мере в трех различных темах: «Таблицы 
умножения и таблицы деления в пределах 100» (П класс); «Умно- 
жение и деление круглых десятков» (11 класс); «Умножение и деле- 
ние именованных чисел» (Ш и ТУ классы). 

В нашей практике изучения аналитической ге 
институте (1963—1966 гг.) геометрические обра 
лись сразу и на плоскости и в пространстве. 


ометрии в пед- 
зы рассматрива- 
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[] классе 
цноврем 


И НАД соотв 


Пусть решена следующая 


прямая задача: На оспове решенной прямой 


зада я ляетс 
1а. Дана прямая уравнением | обре (и составляется и решается 
9х —Зу -- 6 =0. Найти вто- | продолжение о 
рые координаты точек: Д, (— 2: |. Е прямой задачи: 
те = ) . Найти у = з 
уз), А» (х; 4), лежащих на | о ти уравнение прямой, 
этой прямой. ходящей через точки: 


о / ей 
Ответ. Д: (—2; 5); А, (3; 4). #12 3) 4» (8; 4. 


обратная задача как логическое 


Первокурсник при такой постановке задачи преодолевает поис: 
тине «интригующую ситуацию»: получим ли при решении обратной 
ры долженствующее быть уравнение прямой 2х — Зу -- 6 = 0? 

днако же и этого мало. Студенты далее самостоятельно (на том 
же занятии) обобщают обе задачи на три измерения: 


2а. Прямая задача. 
Дана плоскость уравнением 
За 6 = 
и три точки этой плоскости свои- 5 
ми двумя координатами: А: (—2; 5; 0}; 


о 
А+ (2; = А» (3; 2; —6); 


ЕЕ А; (—3; Е; 3). 
Е = я и Написать уравнение плос- 


я , ‚| кости, проходящей через эти 
Найти третьи координаты ЭТИХ | три точки. 
точек: 2, У, Хз. 


26. Обратная задача 


Даны три точки координа- 
тами: 


Математическая операция усваивается лучше всего не повторе- 
нием однообразных примеров, а вскрытием структурных особен- 
ностей элементов операции, выявлением многообразия в едином 
посредством изменения формы упражнения. 

Практика показывает, что такой метод имеет особо важное зна- 
чение при усвоении основных правил и результатов, входящих в 
фонд оперативной памяти (таблицы сложения и умножения, про- 
изводных и интегралов, канонических уравнений линий и поверх- 
ностей ит. п.). 9" 

Например, для лучшего запоминания таблицы сложения в 
| классе совершенно недостаточно повторения результатов: 
112 =3, 1 3 =4 ит. д» гораздо эффективнее метод, 
поочередно каждый элемент записи (суждения) становится иск 
мым: 9+? =5, ? 9} 8: 22325 ит. ЕЕ а 

Проблема укрупнения единицы усвоения знаний ие — 
имущественно дидактическими средствами через Ц Е 


введение новых форм упражнении, 
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Этот путь отнюдь не исключает, а сочетается с Логичесх 
(собственно математическими) средствами достижения ТОЙ Же ИМ 
как-то: ранним введением символов и алгебраизацией арифмет и, 
освоением в школе векторного аппарата, геометрических преобра, 
зований, основных понятий математического анализа. , 
Эффект ускорения обучения, достигаемого последним п г 
объясняется тем, что в этих условиях каждая элементарная не 
ческая операция становится информационно более емкой. 


15. 0 НЕКОТОРЫХ ПРОБЛЕМНЫХ ВОПРОСАХ 
МЕТОДИКИ МАТЕМАТИКИ 


Наша школа осуществляет переход к новым учебникам и про- 
граммам. 

После достаточно долгого и основательного обсуждения в ос. 
новном утверждены программы, издаются и изданы разные вариан. 
ты учебников... 

Освоение новых программ и приспособленных к ним стабильных 
учебников — процесс длительный и сложный. 

В то же время желательная устойчивость основных пособий 
в наш век бурного роста научной информации едва ли может быть 
сохранена столь долго, как нам хотелось бы. 

Сложность построения и освоения школой эффективной системы 
обучения усугубляется наличием еще не решенных (а нередко 


Главное из них, на наш взгляд, заключается в крайней труднос- 
ти совершенно необходимого сочетания формальнологического И 


Учения составителями программ и 
авторами учебников. 


удим в этом плане некоторые дискуссионные вопросы мето- 
дики. 


а не во И, как было раньше.) 
Хорошо это или плохо? 
В самом деле, что важнее для 1 класса: охват всех случаев сло- 

жения и вычитания всех пар чисел в пределах 100 или знакомство с 

четырьмя действиями арифметики, объединенными в две структу- 


ры, за которыми тянутся определенные группы задач, специальные 
формы умозаключения... 
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законенны 


ей трудно: 


Важные вопросы методики 
ко практикой. а: 
В сложившейся практике 
ваний алгебраических выражен» Е ных преобразо- 
ния» изолированных преобразований с и : ия «увязыва- 
В. °С задачами, к ним приводя- 
кажем, при изучении у 
задачи, а Умножения многочленов изучают такие 
Я вагляд ть связано с умножением многочленов 
и практики, а нормально: соблюдена связь теории 
смысла. > выражения и задачи, символики и 


Вполне возможно, что это лишь внешняя связь легк 
щаяся в глаза, неосновная связь, которая маск , он бросаю- 
главной связи, я я маскирует отсутствие 

Не случайно проф. А. Я. Хинчин констатировал (к со; 
без позитивных предложений), что ‹во всем разделе 2 < де = 
преобразований полностью отсутствует какая 6: : О 
вая установка» |41, стр. 115]. ^ ` я" 

В настоящее время как изучение самих преобразований, так и 
изучение задач растягивается на годы. й 

Преследуя, скажем, две цели (умножение многочленов и реше- 
ние задач по этой теме), мы не достигаем в должной мере ни одной: 
ни структурной целостности преобразований (умножение много- 
членов изучается без своей полярности разложения на множители), 
ни охвата многообразных методов работы над понятиями «тождест- 
во —> уравнение —> задача» (задачи лишь решаются, не составляют- 
ся ит. п.). 

По-видимому, следует рассмотреть иной вариант обоих вопро- 
сов, когда, отказавшись от конгломерата различных понятий, изу- 
чать их сосредоточенно, структурно целостными комплексами: 
при изучении преобразований уделить основное внимание самим 
выражениям и структуре обратимости алгебраических операций; 
задачи же отнести к теме уравнений и их систем, где и изучить 
их достаточно многопланово, в связи не только с уравнениями, но и 
порождающими эти уравнения тождествами. › 

Предлагаемый вариант требует тщательной Ее 
ной проверки, поскольку поразительно долго «рол, т 


математической ПОДГОТОВКИ остается вопрос о тождественных пре- 


образованиях". 
По-видимому, стр 

налагать друг на друга: н 
Об этом можно сказать еще 

вопроса о расположении м 


уктуры знаний разной природы не следует 
ельзя совмещать несовместимое. 
и так: при решении центрального 


атериала важно руководствоваться по- 


освещения РСФСР, в контрольных ти 
только со сложением дробен, 


[36, стр. 50]. 


1 По данным Министерства пр , 
за 1965/66 учебный год «В операциях, связанных 


» 
ошибки были допущены У 39, 9% семиклассников ы 


ложением диалектики об определяющем значении внутренн 
зей, скрытых от теоретического анализа, перед бросающ 
глаза внешними связями. 

По-видимому, в дидактике нередко второе принимают за Перв 

Оптимальное расположение отобранного материала не а 
еще предметом глубокого изучения педагогов, а ведь от эт о 
зависит многое: будет ли цепь мыслей (ассоциаций) развертываться 
и расти, подобно живой нити, или ее постигнет судьба Недоговоре. 
ной фразы: не дорастая до устойчивой, целостной мысли, она рае. 
сыплется на несвязанные обрывки, легко теряемые по ходу обуче. 
НИЯ. 

По предложению академика А. Н. Колмогорова сейчас изучение 
арифметической и геометрической прогрессии будет предшествовать 
показательной и логарифмической функции, что обеспечит не толь. 
ко логическую, но и психологическую базу для изучения этих 
функций. 

К сожалению, таких шагов по более удачному расположению 
учебного материала сделано еще мало. 

В силу неопределенности критериев при решении этого вопроса 
заметны и колебания авторов программ. 

Приведем один пример. 

Так, программной комиссией вначале удачно была найдена 
следующая группировка материала: 

«Формула сокращенного умножения и разложение на множи- 
тели: (а = 6); (а- 6); а-- 5) а— 5)». 

(«Математика в школе», 1967, №1.) 

Однако через год это место видоизменили так: 

«Формулы сокращенного умножения: (а - 6); (а - 6) (а— 05}; 


(@- 6)*; (а В (4 а6 + 5°). Примеры разложения на множи- 
тели». 


их свя. 
ИМИся В 


(«Математика в школе», 1968, №2.) 


Если толковать последнюю фразу в соответствии с контекстом 
как требование изучать разложение на множители лишь некоторых 
из указанных выражений, то этот шаг едва ли будет содействовать 
целостности и устойчивости знан 


ий по данному разделу. 
Проблема оптимального расположения материала (что изучать 
в связи с чем) является острой, неразрешенной проблемой и для 
высшей школы. 


Скажем, по курсу высшей математики п 
авторами самые различные схемы, вплоть до следующей: аналити- 


ческая геометрия на плоскости -> дифференциальное исчисление 
интегральное исчисление -> аналитическая геометрия в прост- 
ранстве [23]. 


Остановимся еще на одном противоречии обучения. 


Следующий пример вначале кажется тривиально простым. 
Первоклассники овладевают алгоритмом решения основных 


редлагаются разными 
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НИе На множи. 


›, 1967, №1 


уравнений на нахождение 


неизвестных 


компонент ов, например: 


а корня осуществляется согласно тяжеловес 
я лас! яж и 
правилу: «-тобы наити неизвестное слагаемое, нал 3 сумм о 
честь известное слагаемое». Век 
оо В следующем: надо ли решать в [У классе 
с помощью таких правил более сложные уравнения вида: 


2х — 40 = 96, 
(у— 10 :5 = 8? 


Мы назвали это правило тяжеловесным потому, что семиклас- 
сник, не успев понять свойства уравнений, начисто забывает эти 
шесть правил! 

Ему теперь достаточно знать два свойства уравнений, чтобы 
справляться с любыми уравнениями: срабатывает спасительный 
механизм забвения ненужной информации! 

В связи со сказанным возникает и такой вопрос: надо ли решать 
несложные арифметические задачи в 2—3 действия в начальной 
школе с помощью подобных уравнений? 

Противоречие это далеко не из простых. 

На практике же на первое отвечают — да, на второе — нет. 

Оправдано ли такое расхождение? 

Интуитивно ясно, что на второй вопрос найден школой верный 
ответ: чрезмерно ранняя формализация простого, понятного делает 
его сложным, непонятным. 

Быть может, и на первый вопрос должен быть дан такой же отри- 
цательный ответ, который освободил бы немало времени для уча- 
щихся [У— У классов. 

Методистов и авторов учебных пособий должно серьезно насто- 
рожить следующее высказывание академика А. Н. Колмогорова, 
носящее поистине диагностический характер: «На базе современ- 
ной школьной выучки отличить истинный талант от рые 
хорошо культивированных способностей я не вижу возможности» [17]. 

Здесь затрагивается вопрос не столько о сумме знании, отобран: 
ных для обязательного изучения В школе, сколько в первую оче- 
редь вопрос о неблагополучии в методах тя ее: 
ний, которые сами по себе не могут стать средства ь 


Изменится ли существенно п 
лекта школьника после появлент 
ференциалов и интегралов, 
если структура упражнени 

Имеются основания полагать, О и. 
обновления системы упражнений, дост 


оложение дела с развитием интел- 
ия В программе по математике диф- 
элементов теории вероятностей ит. п., 


й > 

й останется прежняя: 
утях структурного 
качественного 
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обогащения их приемами, изложенными выше, можно перейти, в 
жаясь образно, от элементаризма знаний к системности, целост 
и обобщенности знаний учащихся. 


Ыра. 
ности 


16. ВЫВОДЫ 


Наше исследование позволяет сделать следующие выводы: 

1. Для сложившейся к настоящему времени методики обучения 
математике характерны следующие черты: строго линейная после. 
довательность расположения материала, раздельное изучение взаи. 
мосвязанных понятий, подача учебной информации малыми доза. 
ми, преимущественно аналитический характер упражнений, малый 
удельный вес творческих заданий, обобщение понятий в конце 
изучения темы. Все это приводит к тому, что лишь наиболее разви- 
тым в математическом отношении учащимся удается постигнуть 
внутренние связи изучаемых понятий различных разделов учебного 
курса и овладеть логикой учебного предмета. 

У многих учеников из числа успевающих по математике наблю- 
дается разрозненность усвоенных знаний, логическая неупорядочен- 
ность, неполнота, т. е. ограниченное понимание отдельных теорем, 
операций и понятий, что особенно ярко выступает на приемных эк- 
заменах в высшее учебное заведение. И это происходит при условии 
значительной затраты учебного времени как в классе, так ив до- 
машней самостоятельной работе. 

Сложившийся метод преподавания математики вступает в про- 
тиворечие с общим направлением новых учебных программ, основ- 
ная идея которых заключается в улучшении математического разви- 
тия учащихся на основе сочетания повышения логического уровня 
преподавания с его возможно большей наглядностью и ориента- 
цией на органическую связь с применением математических зна- 
ний в разносторонней деятельности учащихся. 

2. Основным элементом процесса обучения является упражне- 
ние. Упражнение как результат деятельности обучающего пред- 
ставляет сложную программу воздействия на ученика, преследуя 
достижение конкретных дидактических целей. 

Результат обучения определяется местом упражнения в систе- 
ме обучения, структурой упражнения, содержательностью, мно- 
гообразием и взаимосвязью его составных частей. Эти сторо- 
ны упражнений не могли проявиться в полной мере в действу- 
ющей до сих пор методике обучения, поскольку роль упражне- 


ний в ней была принижена, а их структура 
и содержан 
обеднены. держание 


Рационализация процесса обучения на основе 
вания системы упражнений приведет к повышению как качества 
усвоения знаний, так и математического развития учащихся. Такое 
преобразование охватит и логику учебного процесса. 
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усовершенство- 


3. Важнейшим этапом тако 
ацом акогх ` 
обучения является Аа ) 


знаний посредством обога 


овершенствования 


: : системы 
тической единицы 


а усвоения 
тами. В результате этого еб структурными элемен- 
ы Е ение преобретает логическу 
И оееается успешность а логическую це- 
у ие проблемы укру в х 
„ проблемы укрупнения лилакл й 
своения зна ба дидактической 
УСвО знании требует раскрытия следующих о 
темы упражнений: дующих особенностей сис- 
а) своеобразия логической структуры; 
6) психофизиологической а 


картины усвоения знаний: 
усвое знаний 
в) проявления кибернетических закономе 


хранения и приращения информации мозгом 
надежнои ее переработки и выдачи, 
Укрупнение единицы усвоения знаний в информа 
плане достигается двумя диалектически п ь > 
а ротивоположными путями; 
а) посредством расщепления тривиальной формы упражнения 
на множество взаимосвязанных преодолевается недостаток инфор- 
мации для исходных, простых, базисных операций (например 
вместо одной формы 3 -- 2 =? предлагаются одновременно такие: 


щен ее 
упраже 


рностей экономного 
человека, быстрой и 


+2 =5, 322 =5, З-+?=5, 3-25; 

6) посредством объединения множества родственных упражне- 
ний уменьшается избыточность информации для выводных, состав- 
ных операций (например, вместо отдельных уравнений и неравенств 


Е@®) = 0, [(х) > 0, [(^х) < 0 предлагается упражнение Не =0) 


В обоих случаях знания обретают структурную целостность, ‘но 
с той лишь разницей, что в первом случае мы проникаем внутрь 
знания, делая его тем самым сложным, а во втором случае изоли- 
рованные, разрозненные до этого знания превращаем во взаимо- 
связанные между собой элементы. Е 

Укрупнение дидактической единицы усвоения знаний раз- 
вивает способность учащегося схватывать сразу несколько явлении 
или предметов, экономно расходовать носителеи информации (сим- 
волов, слов, фраз), способствуя повышению информационной ем- 
кости их, что в конечном счете приводит к ускорению усвоения ма- 
териала и к экономии времени. а 1 

Практическое применение в школе принципа ль. 
ницы усвоения знаний позволяет пройти программный материа: 

й 20% против общепринятых ныне норм, 
экономией времени до ° пр тж 
‹ п мах. 

отраженных в учебных планах и рогр пан Же 

Некоторые конкретные предложения по рей: : а 

- й нашли отражение в новых программ 

рованных выше положении 


по математике. Я л наиболее 

Метод укрупнения единицы усвоения ет ШКОЛЫ 
четкое преломление в новых программах для прог `амме восьми- 
(1-11 классы) и лишь частичное отражение в програм 
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Дальнейшая разработка и планомерное внедрение 
методической системы в массовую школу требуют организацио 
мер и усилий не только методистов, но и специалистов по пси 
гии, физиологии, кибернетике. Е 

4. Преобразование системы упражнений, а вместе с тем и 
системы обучения должно быть произведено многопланово. 

В логическом плане очень важно обеспечить сочетание иНДук. 
ции и дедукции, анализа и синтеза, достижение диалектического 
единства противоположных в том или ином отношении представ 
ний и сопутствующих им форм рассуждений. 

В психологическом плане — изменение методов обучения в свя. 
зи с возрастными особенностями учащихся. 

В педагогическом аспекте — постоянное раскрытие перспективы 
учения и забота об углублении понимания и применения ранее 
усвоенного, обеспечении естественных связей новых знаний со ста- 
рыми. 

Сочетание анализа с синтезом означает, во-первых, усиление 
внимания к завершающему этапу выполнения упражнений — конт- 
ролю и проверке решения (достижение тем самым цикличности 
процесса усвоения), во-вторых, одновременное изучение некоторых 
взаимно обратных ИЛИ СХОДНЫХ понятий, в-третьих, самостоятель- 
ную работу над исходным обобщенным упражнением, в-четвертых, 
выполнение деформированных упражнений (в частности, метод об- 
ратных задач) — вот те эффективные, но мало используемые сейчас 
дидактические средства укрупнения единицы усвоения знаний, 
позволяющие существенно повысить производительность педагоги- 
ческого труда. 


5. Одной из причин перегрузки учащихся в настоящее время 
является избыточное повторение, тренировка в выполнении одно- 
образных упражнений. 

Рассматриваемая система обучения позволяет в известной ме- 
ре преодолеть этот недостаток посредством количественно меньших, 
но информативно более содержательных заданий, выполнение ко- 
торых связано с большим числом выборов знаков, действий, поня- 
тий, суждений, ходов мыслей из нескольких возможных. 

6. Рассматриваемая система обучения создает благоприятные 
условия для наращивания новых этажей знаний вокруг основного 
представления. 

При сравнительном изучении в пределах небольшого проме- 
жутка времени взаимосвязанных понятий (взаимно обратных дейст- 
вий, задач, теорем, функций, противоположных или сходных пре- 
образований, операций, аналогичных или контрастных явлений 
из области физики, химии, логически связанных грамматических 
категорий и т. д.) развивается в полной мере любознательность де- 
тей, пытливость их мысли. Это проявляется в самостоятельности 
суждений учащихся за пределами изучаемого, в опережении ими 
хода рассуждений учителя, в предвидении результатов и т. п. 


ъ 


И 
ННЫХ 
Холо. 


Всей 


ле- 
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7. Результаты широко 


й прове 
виях обучения специаль: с 


а рки описанной мето 


. дики в усло- 
аи спериментальных кл 
) рограммам и учебникам, а 


ные других иссле > созданным 
. М ее ыы перепроверявших наши ее - фе" 
аи в о в о и отклики учителей, В. 
Зи с обсуждением проблемы ( Е 
казывают ее актуальность для школы после 1962 г.), по- 
Как убеждает опыт автора, создавшего в хо 
ния учебники (учеб де своего 


ные материал ы) 


исследова- 
сов [55 — 58], а также эксп 


по математике для1, ГУ клас- 


ериментальные учеб 
ат учебники арифмет 
и ры для У—УПП классов, соблюдение принципа м 


а единицы усвоения позволяет значительно экономить 
вр о с тот фактор пока недооценивается педагогической наукой 
рактеристика времени в данном случае имеет тот смысл, 

, 


что структурно-связанные вопросы дол? 
лжны распол - 
ком интервале времени. р а: 


8. Следует сказать несколько 
его перспективах. слов об этапах исследования и 

Первые наши публикации по данной проблеме относятся к 
|“ гг. М4, 45, 47—1960]; 146 — 1961]; 148, 49, 52 — 

Впоследствии появились сообщения других авторов, подтвер- 
дивших и поддерживающих выводы, полученные нами. 

Выводы, солидарные в общем с нашими предложениями, содер- 
жатся также в ряде кандидатских диссертаций. 

В связи с переходом на новые программы, структура которых 
позволяет шире использовать описанную методику, в учительских 
кругах проявляется к ней все больший интерес. 

Проблема укрупнения единицы усвоения знаний имеет обще- 
дидактическое значение. В некоторых наших работах рассматрива- 
лась возможность такого подхода к другим учебным предметам: 
физике [51], химии [50], русскому языку [54]. : ; 

9. Степень успеха при применении изложенной методической 
системы определяется тем, насколько полно употребляет учел 
всю гамму методических средств, весь набор упражнений, разра 
танный ой системы. 

И "работы учителей, применявших данную Сс 
- вно овладевает данной системой, 
говорят, что если учитель акти саетаие. ло. приме 
находит в своих устремлениях ее 2 я Не 
нение ее не предполагает ни и те яжения сил. Одна- 
тельной способности учителя, ии и т разных причин, 
ко были случаи, когда отдельные о ащались снова к тради- 
после одной-двух ты проб возвр 
ционным приемам работы. ь 

Процесс проведения эксперименте, ей ‚ 
постепенным изменением взглядов уче 
накопления ими собственного опыта. 


ило, сопровождается 
методистов по мере 
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Каждый учитель, пытающийся критически разобраться в о 
бенностях предлагаемой методики, вынужден преодолеть в себ. 
противоречия между своими прежними представлениями, беру. 
щими начало из методических взглядов, вынесенных и 


М еще из 
педагогического училища или института и упроченных в годы х 


боты по действующим ныне программам и учебникам, с Одной сто. 
роны, и теми новыми соображениями, которые должны стать пред. 
метом его глубоких размышлений, с другой стороны. 


* 
* 


Общие вопросы методики математических упражнений изло- 
жены нами в первой части книги. 

последующих частях мы рассматриваем в основном логи- 

ческую сторону проблемы, «технику дела», иллюстрируя изложение 


рассмотрением методики изучения некоторых разделов курса ариф- 
метики, алгебры и геометрии. 


Ради экономии места мы 


методике аналитических уп 
Мы касаемся этих вопросов лишь в том случае, когда они связа- 
НЫ с основной темой книги. 
Следует напомнить 
вной проб 


связаны. 
Успех дела обучения в конечном счете решается органическим 
етанием традиционных методов обучения, испытанных вековым 
опытом учителей, с новыми, вч 


астности, с теми методами, описанию 
которых посвящена настоящая книга. 


ЧАСТЬ ИП 


МЕТОДИКА УПРАх НЕНИЙ ПО АРИФМЕТИКЕ 


ОБЫКНОВЕННЫЕ И ДЕСЯТИЧНЫЕ ДРОБИ 


1. ВВЕДЕНИЕ 


п изучения действий над дробями: 
кновенные дроби, потом десятичные; 
2) сначала изучаются десятичные дроби, потом обыкновенные; 
3) совместное изучение десятичных и обыкновенных дробей. 
В новых учебниках для ГУ класса, вышедших в 1970 г., в той 
или иной мере отправляются от первоначального ознакомления с 
понятием «обыкновенная дробь», чтобы затем уделить основное вни- 
мание в ГУ классе действиям над десятичными дробями. 

Объем сведений по обыкновенным дробям, предшествующий 
изучению десятичных дробей, в некоторых учебниках довольно 


Не В КИТ обширный; так, в пробном учебнике [29] этот материал доводится 
НИЯ ато} до сокращения дроби, ав [6] — до приведения к общему знаме- 
В ИЛИ № нателю. 

‚ В этом плане интересен пробный учебник [6], в одной главе 
< ДИДаКТ! его рассматриваются следующие пары вопросов: 
тя №№ а) Сравнение обыкновенных дробей ($ 100). 
ОТЧЕ Сравнение десятичных дробей ($ 110. 
: 6) Основное свойство дроби ($ 103). А 
еси Изменение величины десятичной дроби при переносе в ней 
НИ =" запятой вправо и влево на несколько и 113). 
Ве в) Сокращение обыкновенной дроби ($ 104). 
опис! Сокращение десятичной дроби ($ 110. 


ания, имеющие одно и то же логи- 


< й книге преобразов 
Однако в этой к реоор  авным параграфам и изучаются 


ческое содержание, разведены по не 
е р, . 
на разных уроках, одно посл ты естве усвоения знаний и 


в кач 
Между тем реальный выигрыш В м изу- 
в о ОНИ можно получить лишь при т = и г 
>. чении этих вопросов внутри ОДНОЙ темы, зачасту 


же уроках. 


И Е} Й етода п отивопоставл ения 
Ч теме, но на основе метод: р ы 
учение дробей по этой систем и. т х т ый 
ожено в первом издании КНИГИ В , Эрд иева « Летодика упражнени* по 


965). 
арифметике и алгебре» («Просвещение», 1965 83 


Осторожность методистов по данному вопросу имеет Причин 
отсутствие подробного психологического анализа особенной 
такой системы. ей 
Система обучения, направленная на выработку Умения чет 
схватывать две формы одного и того же содержания, не противо 
чит современным научным представлениям о мышлении, : 
Однако указанное умение требует специальной о 
чение по этой системе «двойного совмещения» б 
успешным в 1У—У классах при условии, если в [—П 
щиеся обучались по той же методической системе!. 
Верно и обратное: для учащихся, которые в 1—1 классах сов. 
местно изучали сложение и вычитание, умножение и деление 
прямую и обратную задачу на целых числах ит. п., будет 


тработки: бу. 
УДет наибол 
Г классах уча. 


нетруд. 
но одолеть и новое уплотнение материала, а именно совместное 
изучение тех же пар операций, но сразу в двух формах записи— 
в виде обыкновенных 


и десятичных дробей. 
Стало быть, второй подход не от 


взаимно обратных операций (сложени 


ницы усвоения. 
Учитель должен понимать центральную, ведущую роль проти- 
вопоставления контрастн 


Например, становясь впервые на этот путь, он может внача- 
ы противопоставление взаим 


м: «Десятичные дро- 
би», «Обыкновенные дроби». Г 


Однако еще больший выигрыш во времени и в качестве зна- 
НИЙ ОН получит, если то 


же осуществит при совмещении последних 
тем в одну. 


по смыслу, по содержанию, взаимно 
подкрепляя друг друга совпадением отв 


1 3 4-15 19 95 
= Е 


в 20 20 — 100 — 0,95, 0,2 + 0,75 — 0,95; 


1 Подробное изложение данной системы для начальной школы содержится 
в наших книгах [55—59]. 
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1 2 
98, - = 0,75. 

Значит, совместное изу 
бей приносит «дополнительную осмысленно 


ниям за счет возникновения качествет 


в мышлении: ответ одного решения кон 


же примера в другой форме записи, и на 
НЫМ пе этой методики является значительное сокраще 
ых правил, которые будут теперь БОДИ Е: 
каз лько один раз, а не два раза, что имеет место при 
любом варианте раздельного изучения обыкновенных и десят 
ных дробей. ре. 

Так, например, правило нахождения дроби от числа заучива- 
ется один раз; задача же решается в двух формах. 


у 3 
Чтобы найти дробь (+ —= 0,75) от числа (40), надо это число 


умножить на данную дробь: 


чение обь вен 
ение обыкновенных И десятичных дро- 


сть» выкладкам и сужде- 
но новых обратных связей 
тролируется решением того 
оборот. Исключительно важ- 


Аналогично сказанному распространение законов (перемести- 
тельного, сочетательного, распределительного) на дробные чис- 
ла, изучение уравнений, зависимости между компонентами и ре- 
зультатами действий, основные виды задач (на движение, на про- 
центы и т. д.) будут изучаться при таком варианте сосредоточен- 
но и основательно. 

Последнее же позволяет уделить больше времени решению за- 
дач, создает возможность естественного переноса центра тяжести 
с самого начала обучения на вычисления с десятичными дробями. 

Эта система принесет и новые элементы в методику, например: 
раннее введение округления чисел, элементы приближенных вычис- 
лений. 6 

Вывод может быть один: методика совместного изучения обык- 
новенных и десятичных дробей заслуживает серьезного ана 
учителей и детальной разработки, как обладающая преимуит 
ми перед любым вариантом раздельного В А. 

В последующем изложении мы ОНО В и 
ческие преимущества совместного изучения о 


| ТИЧНЫ бей 
ЧН | х дробей. | 
ий 2. ВОЗНИКНОВЕНИЕ ДРОБЕЙ, ИХ ЗАПИСЬ И ЧТЕНИ 


на которого равна единице 
ример на 6 


Сет внаше. 


ЫХ опера: 
ЧНЫе Др 


На доске вычерчивается отрезок, а р 
и который делится на несколько равны? ; 


г. (рис. 14). сть шестых части, 
98; ом что в о содержится ше 
‚ 
что записывается так: 1 = ъ. 


В ВН Е В В 


Рис. 14 


<] ©| << 


1-1 
1 
6 ем 
и -п 
Рис. 16 


Если взять четыре таких до- 


4 
Е ли, То получается дробь 5, семь 


> 7 
таких долей образуют число 6 


Для иллюстрации дробей 
можно использовать круги, пря- 
ее НААЕНЕ 


моугольники и их части, выре- 


9 занные из картона или бумаги 
8 (рис. 15, 16, 17, 18). 
ре Белых частей _ кРУга; заштрихо- 


ванных частей Г круга (рис.15). 

Бе 8 ВАО 

т Ее ==] 

в Тв 8 0 0 0 
При введении понятия «дроби» предлагаются упражнения двух 

видов: 


1) По рисунку, имеющемуся на доске или в книге, назвать дроб- 
ное число и записать его. 


Например, по рисунку 15 ученик 
изображено пять восьмых круга, и на 


ны 9, 
а ие. 16 и 17). 


должен определить, что там 
писать: — 
8. 
2) Предлагается учащимся нарисовать в тетрадях круг или пря- 
Ве ЗАг | 
моугольник и заштриховать В З этой фигуры. 
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Уже на первом уроке 
вать действия сло 
бей (конечно, без вс; 
основе «здравого смысла»). т 
в одном круге восемь восьм: 


кно записы- 


тания т 
чтания др 


Е дав тдельно дана од 
г д ще отдельно дана одна ВОСЬ- 


мая доля; восемь восьмых да одна восьмая 


8 
ять восьмых доли: т 9 =. 
дев Х доли ви (рис.17). 


Прямоугольник разделе 


{ на > е 
1=^; из них на четыре четвертых доли; пишу: 
в’ Хх одна доля закрашена. Остается белы 


Я х долей три 
тых: — — —=- 
четвертых ь т 1с. 18). 
На первом же уроке вводится запись смешанного числа в виде 
суммы целой части и дробной, причем немедленно используются 
деформированные упражнения: 


При введении понятия «десятичная дробь» основным наглядным 
средством становятся десятичные меры (например, | м = 10 дм = 
— 100 см; 1 дм = 10 см ит. д.). 

Следует чаще использовать числовой луч с делениями, нанесен- 
ными в двух единицах (внизу — в сантиметрах, вверху — в децимет- 
рах) (рис. 19). 


О. Задав 83 Я вам 
010100 0000 
1дм 


„Дециметры 0 01 02 03 0,4 0,5 06 017 0:8 09 11 12 13 14 
Сантиметры Е НН И 


А в 


'Дециметры 0 


Рис. 19 


оторой 

Десятичная дробь вводится как пов: т чер- 
представляет единицу с нулями, но ЗаПИСавЕНМ 052 о 
ты, а в строчку: целая часть в десятичной дроби отр“ 


ной части запятой. & 


8, 
р 
Ра 


Сравниваем: в обыкновенной дроби целая часть ВЫДе 


дробной части лишь большей величиной цифр: 23 т г 
Вначале осваивается двусторонняя запись Десятичных ди ы 
НИЦ 


измерения: 


ляется ы 


1 
[м = 10 дм, значит, 1 дм = т. м; 
Тм =? см, значит, 12? = — м; 
Да 
1 кг = ?, значит, [2 = = ке; 
я 1 
Риц =? ка, значит, | ке = 5 ЦИТ. д. 


Хороши также следующие упражнения: 


6 = г 305 
16 коп. = т руб.; 305 мм = Ре 
100 ^ ? 
6 
? коп = 68. руб.; ?м= ки; 
100 
р 
? ке = —ц; 83 смз = = дмз; 
2 14 | 
109 ке = би; 14 СМ? = — ит 
1000 ? `ь | 


На ВВОДНЫХ уроках знакомим учащихся со следующими понятия- 


ми: «числовой луч» (начинающийся с нуля и направленный вправо}; 
«Точка на числовом луче»; «координата точки на числовом луче» 
(число, соответствующее точке на луче). 

Уместно практически решить две задачи: 

Прямая задача. На луче дана точка А (рис. 20). На- 
писать ее координати в дециметрах: А (0,6). 


брат ная задача, Обозначить на луче точку, коорди- 
ната которой дана: В (1,2) (рис. 20). $ 


1 2 3 ы 7 2 3 
С АН 5 ЕР 13 
|й 02 05105 05 7 2 Аа Зо = 

3 1 
(8) В+ 
Рис. 20 


Поучительно решить те же задачи на числовом луче, коорди- 


наты которого даны в двух формах: в виде десятичных и обыкно- 
венных дробей. 
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ующими понят 
вленный втри 
} числовои 19 


(рис. Я. 


кий 


| 


р К, 


Далее осваиваем запись им 
апись именованных чисе 

вых чисел в трех ф мах: 

рех формах: 


а 99 к 2 
9 руб. 29 коп. =9 = руб. = 9,29 руб 
100 м РВ 


0 руб. 56 к 2 
. О Ра ИЕР А 
100 руб. = 2, ? руб.; 


Ом 730 мм ь м=?, ? м: 
5 7 : г 
2 ру ‹ 5 23 
? руб. ? коп.=5 — руб. = ?, ? ру 
100 РУб: ан 
5 ЕЕ ? р 
РИО Ко = а 3,601 т; 


ЦВ ке = н=, 24} 
00 


3 м? ? дм? =? м =?,16 мг; 


? дмз ? смз =? дмз = 5,019 дм ит. д. 


Решение таких упражнений имеет исключительно важное значе- 
ние как для осмысленного владения новой ДЛЯ учащихся символи- 
кой, так и для повторения десятичных мер. 


327 


Пусть дана дробь =: 
100 


": ЕЕ ее так: 
90 ©2057 2 7 
— = — = ЕЕ О елых | } — 
106 — 100 "106" 100 10 т 10 3 целых + 2 десятых ло 
ли -- 7 сотых доли. 
Таким образом, десятичную 


целого числа и нескольких де 


десятые, сотые и т. Д. доли. 
Точно так же целое число можно изобразить в виде суммы еди- 


ниц различных разрядов: 
397 — 3 сотни + 2 десятка = 7 единиц. 
Так как десятичная дробь представляет собой сумму целых 
чисел и десятых, сотых ит. Д. долей, то ее можно записывать в строч- 
дробной части числа, 


ку, отделяя запятой целую часть числа от 
а название знаменателя (т. ©. название долей) будет зависеть от чис- 


ла цифр после запятой. 
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о выразить как сумму 


дробь можн 
представляющих 


сятичных дробей, 


Рассмотрим таблицу: 


Целая часть | Дробная часть 


сотни десятки единицы а доли сотые доли | ТЫсячныь 
Доли 


4 


р з 7 0 
Левее запятой стоит число 23 — это 23 целых. 
Правее запятой на первом месте стоит цифра 7 — семь десятых, 

на втором месте стоит цифра 0 — нуль сотых; на третьем месте 
стоит цифра 4 — это четыре тысячных. Запишем эту дробь. 
23, 704. 

Для того чтобы ученики научились правильно писать и читать 
десятичные дроби, важно создавать ассоциации двусторонние: 
количество десятичных знаков — название дроби ш название дро- 
би > количество десятичных знаков. 

На этом этапе изучения дробей полезно предлагать вопросы 
двух видов: 

1. Десятичная дробь содержит стотысячные доли. Сколько цифр 
будет записано после запятой? Придумать пример. (Решение 
задачи основано на цепи умозаключений: сто тысяч -> пять нулей 
в нем — пять цифр после запятой, например: 3,07061.) 

2. После запятой написаны четыре цифры. Назвать знаменатель 
дроби. Какие доли в этой дроби? Придумать пример. (Решение ос- 
новано на последовательности ассоциаций: четыре цифры-> четыре 
нуля >десять тысяч — десятитысячные доли, например: 5, 0062; 
читаем: 5 целых 62 десятитысячных.) 


При изучении десятичных дробей следует широко использовать 
вычисления на счетах, как основном средстве конкретизации чис- 
ловых представлений. Для удобства работы со счетами на первое 
время можно укрепить рядо 


м с проволоками счетов надписи с 
названиями разрядов и именованных чисел (рис. 21). 


ИН тт 


Тысячи 
ботни 
Десятки 
Единииы 


часть 
числа 


„Десятые доли | Дробная = 


Сотые доли 


Рис оу 


Уже на первых уроках одновремання 
ая эдновременно с записью и чтением дро- 
бей следу ренировать учащихся в откладыв: р 
обей на счетах. откладывании десятичных 
Важно при этом тренировать учащихся в чте 
способами, повторяя попутно десятичные р 
1306,24 ц или 1306 и 24 кг Е 
1306,24 руб. или 1306 руб. 24 коп.: 
1306,24 м или 1306 м 24 см. 
гом с; спользуютс тех я й 
В другом случае используются для тех же целей тысячные доли 


в перекодировке на пары десятичных единиц: т ка ка—2 
ки — М, М — Мм, дм — см, м3 — диз. } ” 


нии чисел разными 
меры. 


3. ОСНОВНОЕ СВОЙСТВО ДРОБИ 


В учебнике «Арифметика» И. Н. Шевченко, как и в других мето- 
дических пособиях, основное свойство дроби выводится на основе 
двукратного изменения дроби: сначала дробь увеличивают в не- 
сколько раз, а потом ее уменьшают во столько же раз. 

Между тем основное свойство дроби удобнее вводить непосред- 
ственно, как изменение вида дроби при заведомом сохранении ее ве- 
ЛИЧИНЫ. 

Об изменении величины дроби в зависимости от изменения в 
несколько раз одного из ее членов удобно говорить позже в связи 
с изучением умножения и деления дроби на целое число, так как, 


2 
если, например, требуется записать, что величина дроби от уве- 


личения знаменателя в 4 раза уменьшилась в 4 т то т 
удобная запись этого преобразования такова: =: = а 
уже деление дроби на целое число. 

Сказанное еще раз убеждает в необходимости совместного изу- 


чения увеличения (уменьшения) дроби в несколько раз 


ис 
ветственно умножения (деления) дроби на целое число. от. 
Основное свойство дроби изучаем в таком порядке (рис. : 
Приводим беседу. Сколько четвертых‘ долей содержится в ) 


4 
нице? (Четыре четвертых доли: | = 4) 


ед. 


Отделите три четвертых доли отрезка прямой. Под 
четвертую долю отрезка пополам. 


Если единицу разделить на восьмые доли, то СКОЛЬКО таких 


долей содержится в единице? (Восемь восьмых доли: |= Ва 
8 


елим каждую 


[3 а з 1 2 
В одной четвертой сколько восьмых долей? ( Ат 


о 
4 8 4 8 
это равные дроби, так как они изображают длину одного и того 
же отрезка АВ. 


Во сколько раз числитель второй дроби больше числителя пер- 
вой дроби? (В 2 раза.) 
Во сколько раз знаменатель второй дроби больше знаменателя 


первой дроби? (В 2 раза.) Почему же величина дроби не изменяется? 
Записываем подробно: 


и 
В трех четвертых сколько восьмых долей? = =—. ) 


НИ" наоборот: 6 
4 8 


После того как проведены наблюдения еще на 1—2 аналогич- 
ных примерах, формулируем основное свойство дроби: 

Величина дроби не изменится, если числитель и знаменатель 
дроби умножить или разделить на одно и то же число. 


Далее проводятся упражнения по размельчению долей и сокра- 
щению дробей, рассматриваемых совместно. 


Вначале обе операции надо выполнять над одной и той же дробью. 
Пусть надо заменить две седьмых в 3 раза более мелкими долями. 


Решение, 
преобразование: 


Дробь > заменить в 

55:5 _ 8, 

20 20:5 4 

Сразу же выполняем размельчение долей: 


Решение. 


Записываем в общем виде формулу основного свойства дроби. 


Размельче 
чение 
АХ | Сокращен ыы 
х я | ие (укрупнение) 
А А:Х 


ВРС. 


В систему упражнений дс 
ные я, нк ее: быть включены не 
Е мированные только об 
ет ‚› например: обыч- 


: ть 185 — 18: [7 9 
20 я т. 
5 
р 
ЗЕЕ 
ИЕ ТД 


Специально рассматриваем несколько приме 
пользуется последовательное сокращение дроб ров, в которых ис- 
И: 


| и 
СлИТеля ть | 40 __ 40:4 10 _10:2_5 4% 5 
| = о 
.| 56 56:4 14 2 РА у 
Знаменатен 5 2 г. : а 
«аменете ово 
й о 1 9 3 в 
| 60 __ 2 
| т о: 
|| Таким образом, основное свой 
, ство дроби надо изу мест- 
| но с сокращением дроби. ь нь — 
9 аналоги п правила легко переносятся на десятичные дроби. 
| редством параллельной записи: 
знамений | Т_ 7.10 _ 70. 700 _ 70:10 _7 
| №0 10.100 100’ 1000 = '1000:100 — 10' 
.| :100 10 
ей и Се 0,7 = 0,700. 0,700 = 0,7 
обе АЯ ь Сокращение деся 
Же ди ен Е - 
ми 9” . В р . Величина десятичной дроби 
дтн еличина десятичной дроби | не изменится, если зачеркнуть 
обр ве р ‹ У 
изменится, если сзади нее несколько нулей, стоящих В 


конце числа. 


приписать несколько нулей. 
у и впереди десятичной дроби 


| 
Уместно тут же пояснить, почем 


можно написать несколько нулей: 

0,7 
000,70000 
означает, что 
ни тысячных 


в числе 000,700 нет ни со- 
ит. Д. долей, а имеется 


ие в нижней строке 

а ни десятков, ни сотых, 
ько 7 десятых. 
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В указанном смысле целое число является частны 


М слуу 
десятичной дроби; Учаем 


5= 5,000. 


Необходимо уделить здесь главное внимание Устному пре 
вращению в десятичные тех обыкновенных дробей, у которых наибо. 
лее употребительные знаменатели: 2; 4; 8; 5; 10; 20; 50; 100: 95 

Соответствующее преобразование осуществляется здесь "под. 
бором таких множителей, чтобы знаменателем становилась едини. 
ца с нулями, например: 


7- 125 875 
(2.5) (2-5) (2. 5) 1000 


=0,875, 


16.4 64 
= == —=— = 0,64 
Бе о о Ю ^^ ИТА 


Упражнения по этому разделу удобно предлагать в виде дефор- 
мированных двойных равенств. 


5м 60 сим=?, 2и=5 + м; 

2т? кг = 7,800 т =7 > 

2? км? м = 0,2 6 км 
1000 


? же? г= 8,025 2=8 > кг 


т 


? руб.? коп. = 9,20 руб. = 9 руб. ит. п. 


4. СРАВНЕНИЕ ДРОБЕЙ ПО ВЕЛИЧИНЕ, ИЗМЕНЕНИЕ ВЕЛИЧИНЫ ДРОБИ 
В ЗАВИСИМОСТИ ОТ ИЗМЕНЕНИЯ ЧЛЕНОВ ДРОБИ 


При введении сравнения дробей удобно иллюстрировать дроби 
с помощью полосок бумаги или нарисованных отрезков. 
Сначала сравниваются дроби с одинаковыми знаменателями 
(рис. 23). 
4 
Сравнивая длины отрезков, выясняем, что 5%. 
: 5 


Что одинакового в этих дробях? (Знаменатели.) У какой дроби 
числитель больше (меньше)? (У первой дроби числитель больше, чем 
у второй.) 
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Правило формул: 
Из двух дробей с ее 
знаменателями та ( Е вух дробей 
которой числитель - < заменателями 
у 2 7-9 ° | Которой числи 


ра} 
| 


с равными 
та меньше, у 
тель меньше. 
Например: ^. 


17 
Например: з = 


$ | 
так как 10 = 10 [ака 


Для вывода правила сравнения 
дробей с разными знаменателями надо 
взять дроби, резко 


различающиеся 
знаменателями. 


1 
Сравниваем дроби: - и у 
6 3 
94). Шестая часть меньше третьей 


(рис. 
части: 


1 
и. <-. Две шестых части будут также 
3 


6 


меньше двух третьих части: 
Приходим к выводу. 
Из двух дробей с общим числителем 
больше у которой знаменатель 
меньше 

меньше 

больше ° 


<3, так как 2 =2иб> 3. 


6) ао так как 8 =2и 7< 10. 
7 0 


Уместно предложить учащимся задания в общей форме. 
1. Поставить знак сравнения. 
Объяснить решение: 


Е 


у 5 
2. Верны ли следующие неравенства? Почему? 
: а аа 
Г. = 645’ 
= а 


Е 


После изучения темы о сравнении дробей выполняются следую. 
щие упражнения: 
1. Сравнить дроби с общим знаменателем: 
г 3; Тибитд 
-Ю0 
2. Сравнить дроби с общим числителем: 
6 
яв 
3. Дописать недостающие члены дроби в следующих выражениях: 
9 э 6 
6-Е 5 
в - : > итд 


Решение этих упражнений сопряжено для учащихся с преодо- 
лением ситуации затруднения, и по этой причине они содействуют 
глубокому усвоению данной зависимости. 

Решение прямого примера на сравнение дробей протекает при- 


5 
мерно так; зи 7; их надо сравнить. Эти дроби имеют общий зна- 


менатель (7 = 7); из двух дробей с общим знаменателем та больше, 
у которой числитель больше: 5 >> 3, значит, и 
7 7 
Решение деформированного примера протекает иначе, в форме 
более сложного рассуждения, например: р - 5, данные дро- 
-Е- 


би имеют равные числители; из двух дробей с равными числи- 
телями та меньше, у которой знаменатель больше; первая 


5 
дробь = должна быть меньше второй дроби Ей ; значит, знаменатель 
Е 


96 


нЕ должен быть больше числаг— 


Ея 1, и наоб . в 
7. вместо неизвестного числа ^^. о ООРОТ: число Г мен 
: ного числа можно взять меньше числа 


№1 2.3, 45,6). Имеем: 8—8, 5 _5 т1Юбое число, меньшее 
они 

з анализа решения втс 7-4 

И решения второго примера в 

матике умение обращать суждения идно, как важно в мате- 

Исходное суждение: если АН а б 5 
нателями, причем числитель первой е у. одинаковыми знаме- 
рой дроби, то первая дробь будет а : ольше числителя вто- 

Обращенное суждение: если Две д О 

В: оби 
менатели, первая дробь больше В торОВ ов о. одинаковые зна- 
дроби должен быть больше числителя второй’ т Е ее 

Опыт показывает, что применение м ый 
формы не может обеспечить ученику а первой (прямой) 
рассуждения. им второй формы 

Н ; г ‹ 

Применение обеих логических форм является хорошим средст- 
вом развития математического мышления вообще 

При ознакомлении учеников с приемами сравнения дробей надо 
предлагать им вопросы и примеры как на одну, так и на другую 
форму рассуждения. 

1. Две дроби имеют равные числители. Знаменатель первой 
дроби больше знаменателя второй дроби. Какая дробь больше? 
Привести пример. 

2. Первая дробь больше второй дроби, причем у них числите- 
ли одинаковы. Знаменатель которой из этих дробей больше? 
Привести пример. 

Удобно иногда предлагать такие неопределенные упражнения 
с двумя неизвестными элементами: 

5 5 НЕЕ 
и: 
ЕЕ. 8 
8 5 =) 
А, < ИТД. 
ПО еЕ ЕЕ 7 

В связи с рассмотрением вопроса о сравнении дробей изуча- 
ется вопрос об изменении величины дроби в зависимости от изме- 
нения одного из членов дроби. 


Пусть дана дробь 5 Увеличим числитель дроби на 2. Получим 
8 


И 
новую дробь: =. 


Е : 
Была дробь 5 стала дробь >. Эти две дроби имеют общий зна 
8 


3 я дробь 
менатель, а числитель второй дроби больше; значит, вторая др 
5 


больше первой дроби: <’ 


7. Умень- 
8 


ь обь 
Рассмотрим обратную задачу. Пусть была дана др 


97 
4 Заказ 542 


шим числитель на 2. Получим дробь —— 


а о 
ше первоначальной дроби: те — 


Формулируем правило: 


увеличить 
дроби ———, оставив знаме 
Если числитель др нра натель 


увеличится 


без изменения, то величина дроби . Аналогично ВЫВОДИТ. 


уменьшится 
ся второе правило: 


увеличить 
Если знаменатель дроби — ЧИТ 


‚› оставив числитель без из. 
уменьшить 


уменьшится 
менения, то величина дроби ее”. 


увеличится : 

Для закрепления данного материала полезно варьировать ло- 
гическую форму задания. 

1. Дана дробь, числитель ее увеличили на 3. Что будет больше: 
первоначальная дробь или новая дробь? Привести пример. 

2. Дана дробь. После изменения числителя она увеличилась, 
В большую или меньшую сторону изменили числитель? Привести 
пример. 

3. Знаменатель некоторой дроби уменьшили на 2. Как измени- 
лась дробь: увеличилась или уменьшилась? Привести пример. 

4. Когда изменили знаменатель дроби, величина дроби умень- 
шилась. Что сделали со знаменателем: увеличили или уменьшили 
его? Привести пример. 

Гораздо проще осуществляется сравнение десятичных дробей. 

Усть даны две дроби: 3,72 и 3,7956, Для сравнения сначала их 
приведем к общему знаменателю. Запишем эти дроби друг под другом: 


3,7200 
3,7256 


Мы их привели к десятитысячным. Начинаем сравнивать циф- 


ры слева: в обеих дробях по 3 целых; в обеих дробях по 7 десятых; 


; 
в обеих дробях по 2 сотых; и вот, наконец, доходим до различия; 
в верхней дроби нет тысячных, а в нижней дроби — 5 тысячных. 


Значит, 3,7200 < 3,7256, или 3,79 < 3,7256. 


вы (1000), а числитель верхней дроби меньше числителя нижней 
дроби (7200 < 7256): 
3 7200 7256 
10000 10000 


8,7??? < 8,7567; 
5,072 >> 5,072; 
0,071 < 0,12? ит. п. 


Важно по данной теме п лагать группы пру 
ние обыкновенных и десятичных дробей, оды 

и превращением именованных чи 
ные, с тем чтобы можно было | 


меров на сравне- 
Язав их с раздроблением 
сел (знаменатели берутся неслож- 
решить примеры устно): 


Е 
3—2 3,7; 76 см 23 и: 
10 лы 


3 
о и 
5 9 * 


? 0,75; 631? би: 
? 0,83; 20 ке? 0,1 м. 


При изучении сравнения дробей полезно исп 


ользовать геомет- 
рическую иллюстрацию этой операции. 


левее 
а асположено на числовом луче —— 
Если число р у правее 


числа 


меньше 
оно ——— Го. 
в, то больше 


6 2 
Так, по рис. 20 (стр. 88) устанавливаем, что 0,6< 1, 2; к 1 г. 


| я расположены в одной и той же точке числовой оси, 
: а то они равны: Ра 

[НЫХ Дрова 0,6 а (рис. 20). 
1я сначала и. 

| 5. ОКРУГЛЕНИЕ ДРОБЕЙ 


й следует 
При ознакомлении с правилами р - до — 
не только сообщить это правило для заучивания, 
р о са — 83 2%; требуется округлить 
Пусть указана ширина и 
эту ЕР до десятков а е. до дециметр 
Можно поступить двумя и = : 
1) Округлить в большую сторону: 


83 см = 90 см (=9 дм); 


2) округлить в меньшую сторону: ЕН 
83 см = 80см (= : и 
точнее? То 
К й из этих двух способов округления т р 
спос я я ПОрВы допущена меньшая о 
00, при 
ность). Е 


При первом способе округления ошибка составляет около 7 с 
(83 -- 7 = 90); при втором способе мы допускаем ошибку, 
ляющую примерно 3 см (83 — 3 = 80). 

Значит, выгоднее округлить в данном случае в меньшую сторону, 

Рассуждая так, приходим к правилу: 

Если первая (слева) отбрасываемая цифра равна 0; 1; 234 па 
последняя сохраняемая цифра не изменяется; например: 0,83 208 
и т. д.; если первая (слева) отбрасываемая цифра равна 5; 6, 
7; 8; 9, то последняя сохраняемая цифра увеличивается на единицу, 

Например: 0,86 == 0,9; 7,518 = 7,59 ит. д. 

Правило округления чисел, расположенных на Участке от 8,0 
до 9,0, схематически изображено на рис. 25. 

Это правило можно записать так: 

В упражнениях следует охва- 
тить все случаи округления: на- 
пример, требуется округлить сле- 
дующие числа до сотых: 7,6023, 
5,025; 5,997. 

Последний случай интересен 
тем, что добавление трех тысячных 
приводит к цепи преобразований: 
5,997 = 6,00; на этом примере вид- 
но, что округленное число иногда 
может оканчиваться нулями. 

Уяснению сущности правила 
округления помогают структурно- 
обратные упражнения. 

После округления числа Зе 
до десятых долей число оказалось 
равным 3,7. Какие значения 
могла принять цифра сотых? 


БЕЗ: 7 


Е ›(. 


Сколько различных ответов имеет данная задача? 

Ответ. 3,70 — 3,7; 3,73 == 3,7; 
ВР" 3,74 = 3,7. 
3,72 25 3,7; 


Состав. 


Полезно заранее определять количество решений: 
8,3 ? ^= 8,4 (пять решений); 
8,2? ^= 8,5 (десять решений). 


Возможно предложить несколько упражнений по ок 
несложных обыкновенных дробей до целого: 


3 5 
> — 6; — = 7. 
бб =6 ы- 


руглению 


исло оказало» 
кие ЭН 


фр а СОТ ых 


4? 


6. р 
ДРОБИ ПРАВИЛЬНЫЕ И НЕПРАВИЛЬНЫЕ 


При введении п ий р Н. 

р а т ОНЯТий правильные и неправ 

обходимо использовать противопоставление о Е 
5 ИХ ПОНЯТИЙ. 


Вводятся оп Ределения: 


обь, у которой числителе 
ше анти ыы т ие: 

м ИЯ ‚› называет- равен, знаменателю и у: 

7 ./ ли больше 

его, называется 
-. неправильной 

а дробь меньше Неправильная м 

робь равна 

единице или больше ан 

(или говорят: не менышне еди- 

Е : НИЦЬ). 

Например: — < 1; —< 1; 

р р 6 100 = , 


Например: Е 1; вы 1: 
999 3 5 ы 


— <! — все эти дроби 1054. 1000 
1000 р 105} 1000 = !— все эти дро- 
правильные. би неправильные, 


Упражнения по данной теме предлагаются в следующих вариан- 
тах: 
1. Какая дробь называется неправильной (правильной)? При- 
думать несколько таких дробей. 

2. Назовите какую-нибудь неправильную дробь. = 
Почему считаешь эту дробь неправильной? 


р 7 
3. На сколько пятых долей названная дробь ы больше единицы? 
5 
(В единице пять пятых доли: |= 5; семь пятых больше пя- 
т 5 2 
ти пятых на две пятых: — ——= =. 


5 5 5 
4. Дана дробь =. Какая это дробь: правильная или неправиль- 


ная? На сколько долей данная дробь меньше 1? (В единице к: 
восьмых доли: Е ев дробь = меньше единицы на -.. 
8 8 8 
Следует предлагать также упражнения 
средством нахождения избытка над единиц 


единицы. : 
5. Какая дробь больше: =. 


а) От - до 1 не хватает =; 


на сравнение дробей по- 
ей или недостатка до 


1 
7 — 
ИЛИ к От = до 1 не хватает =. 


1> Е значит, и на- 
8 9 


оборот: ® Е: 
. > 


101 


15 
6. Что больше; р или — Обе дроби 


правил, 
В 9 2/9 7 | 
Надо их сравнить с единицей, — больше 1 на = [9 _ 

2 (2 т 2 


ь де 
; > =. В первом случ 
13\13 13 


и. 86 избыток а 


9 
единицей больше, чем во втором случае; значит, г 2 
3 


г больше 1 на 


7. ОБРАЩЕНИЕ СМЕШАННОГО ЧИСЛА В НЕПРАВИЛЬНУЮ ДРОБЬ 
И ОБРАТНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ 


В учебнике арифметики И. Н. Шевченко 
эта тема изучается в порядке, противореча 
а именно: 

1. Обращение неправильной дроби в смешанное число. 

2. Обращение смешанного числа в неправильную дробь. 

3. Обращение целого числа в неправильную дробь. 

Здесь совершенно не рассматривается случай обращения 
правильных дробей, 


10 
= =9). 


(«Просвещение», 1969) 
щем логике вопроса, 


не 
равных целому числу (например: ь 


Кроме того, логически более оправданным является порядок, 
: 1 
когда случай 2 = 1 ПРедшествует случаю 2. = 


9 
—; ибо решение 
4 
второго примера опирается как на 


я исходной операцией хотя 
бы потому, что при этом выполняются более простые действия (ум- 
ножение и сложение). 


Таким образом, данную тему целесообразно рассматривать 
как две подтемы: 


а) Обращение целого числа в неправильную дробь и обратное 
превращение. 


6) Обращение смешанного числа в неправильную дробь и об- 
ратное преобразование. 


Изучение первого вопроса выглядит так (рис. 26). 
В одном круге четыре четвертых части: 1 = 


75: 
В двух таких кругах будет в 2 раза больше частей: 


р ЕЕ: 
аа 


2 


Рис. 96 


Сразу же рассматривается обратная 
задача: ск 
кругов можно образовать из 12 четвертых долей круга? г. 


2 
т 34 =3, 


При закреплении этого материала упражнения предлагаются 
на взаимно обратные преобразования одновременно: 

о 15 : == 32 

ВЕ =} з —}; = Е: тая С; 


10 Е 


Затем вводится понятие о смешанном числе как числе, состоящем 


3 Е 
из целого числа и дроби: 2 -|- == Е 


нешанных 
Предлагаются упражнения на правильную запись сы 
чисел: 


ЗЕ: 
+4=5; 


Обращение смешанного числа в неправильную дробь и браки 
преобразование изучаются одновременно (рис. 27). а 
Сразу же решается обратная задача: заменить Неправиль, 


И 
р, 
дробь смешанным числом: я 


Решение. В 11 четвертых по четыре содержится о 
Итак, 2 целых и еще 3 в остатке; остаток 3 означает т 
И 23 
4 4° 

Упражнения на оба преобразования предлагаются вперемежк 
причем на первом этапе одна операция проверяется обратной о 


19 4 4 
Е 3— П . 3— 
рацией: -_ в: роверка = 


Ри четвертых, 


— 5.34 19 
ЕЕ 

Обращение целого числа в неправильную дробь и неправиль- 
ной дроби в целое число полезно изобразить в виде формулы 


Читая данную формулу слева направо, получаем правило за: 
мены целого числа равной ему неправильной дробью; читая спра- 
ва налево, получаем правило замены неправильной дроби целым 
числом. 

Аналогично обращение смешанного числа в неправильную дробь 


и, наоборот, неправильной дроби в смешанное число можно изо- 
бразить формулой 


хе е-яЬ. 
с с 


Среди упражнений целесообразно предлагать деформирован- 
ные примеры: 


В неправильную ли 
НОе ЧИСЛО МОЖНО в 


дагать д 


8. ПРИВЕДЕНИЕ ДРОБЕЙ К ОБЩЕМУ ЗНАМЕНАТЕЛЮ 


В предыдущем параграфе процесс размель ; 

ивался как процесс, обратный сокращению. чения долей рассмат- 

ла выполнена определенная подготовк я Тем самым бы- 

бей к общему знаменателю. нию приведения дро- 
В, задачниках по арифметике обычно содержит 

нений, в которых требование привести к общему а много упраж- 

является как самоцель. к аменателю предъ- 
Однако с психологической точки зрения важно, чтоб 

рация приведения к общему знаменателю работала, т. е ее бы опе- 

ством для следующей операции, прежде всего для сравнения Е: 

бей по величине (до изучения сложения и вычитания дробей) ее 


сть требуется сравнить ве) дробей -2 3 
Пу ребу р величину дробей ей 1 © помощью 


ак изу 


приведения их к общему знаменателю. 

Сравниваемые дроби удобно записывать не рядом 
другом. Находим для знаменателей 7 и 14 наименьшее 
ное 14: 


а друг под 
общее крат- 


Ее В. 
7 2 14 147 14’ 
3. 2 


‚ значит > :. НОК (7,14) = 14. 


Пусть требуется расположить в порядке возрастающей величи- 


ны следующие дроби: = > Е Наименьшее общее кратное их 
знаменателей 3, 12, 10 есть число 60. 


р 

в 20 60’ 

РЕ 

12 12.5 60 

Е Вы 

(10 10.6 60° 

25_ 20_ 18 

60-50” 60’ 
5_1.. 3 НОК (3, 12, 10) = 60. 
С. —>-. , , 

значит, == 10 


обей це- 
Приведение к общему знаменателю об тдю деся 
лесообразно сравнить с приведением к о у 


ТИЧНЫ Й 
х дробей. 105 


Последнее сводится, как мы указыва 


ли выше, лишь к  Припи 
ванию нулей: Сы. 


3,27 = 3,2700; 
3,2769 = 3,2769, 


9. ОДНОВРЕМЕННОЕ ИЗУЧЕНИЕ СЛОЖЕНИЯ И ВЫЧИТАНИЯ ДРОБЕЙ 


Существующая система изучения арифметики 


построена 
принципе раздельного изучения взаимно обратных действий 
Проведенное нами экспериментальное обучение показало 


дактическую целесообразность одновременного изу 
ния и вычитания, а впоследствии умножения и дел 
кой системе обучения учащиеся сознательно усв 
между этими действиями. Кроме того, достигается с 


межуточных операций, и соответственно этому рабо 
парами соответствующих правил. 


Эти приемы помогают изучить программный материал со зна. 


чительной экономией времени при лучшем качестве усвоения 
знаний. 


В действующей системе изучения данного материала взаимо- 
связанные случаи сложения и вычитания отрываются друг от дру- 
га. Так, например, между сложением дробей с общим знаменате. 
лем и вычитанием дробей с общим знаменателем проходило обыч- 
но несколько уроков. 


Мы в своей практике вместо шест 
три «спаренных» раздела: 

1. Сложение и вычитание дробей с одинаковыми знаменателями. 

2. Сложение и вычитание дробей с разными знаменателями. 

3. Сложение и вычитание смешанных чисел. 

На доске записывается тема урока. 


Чения сложе. 
ния. При та. 
аивают связь 
равнение про. 
та ведется над 


и подтем рассматриваем всего 


Сложение и вычитание дробей с одинаковыми знаменателями 


Действия над дробями 
Сложение (рис. 28) 


Вычитание 
р 3 
а 


После решения примера на сложение решается об 
на вычитание (записывается рядом справа) 

Вторая пара примеров решается в 
сначала — на вычитание (записываем в п 
потом — на сложение (слева). 
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ратный пример 
иной последовательности: 
равой половине страницы), 


знаменателя, 


| знаменит" 


Рис. 98 


Затем примеры решаются вперемежку. Совместно с учениками 
формулируются правила сложения и вычитания дробей с Е 
знаменателем: , 


Чтобы сложить дроби с оди- 
наковыми знаменателями, надо 
сложить их числители и под этой 
суммой подписать тот же зна- 
менатель. 


Чтобы выполнить вычитание 
дробей с одинаковыми знамена- 
телями, надо вычесть числитель 
вычитаемого из числителя умень- 
шаемого и под этой разностью 
подписать тот же знаменатель. 


Правила записываются в виде формул: 


Г: Ё |: Е 


Уместно здесь показать также еще более краткую запись, т. е. 
двойную формулу: 


а ь а-ь а Ь а—ь 
+= = . 
Ё |: 


а+ь 

Ё 

На этом же уроке повторяются зависимость между компонен- 
тами (т. е. определения неизвестного компонента) и правила провер- 
ки действий первой ступени. 


еее 
Е Е 


3 
Пусть ученики решают пример: ;—*= 1. 


Они рассказывают правило нахождения неизвестного ВЫЧИ-, 
таемого и находят х: 


Й став- 
Затем проверяют правильность найденного значения, под: 


ляя его в исходное уравнение: 


Таким образом, при этой методике наряду с выполнение 
ствий учащиеся повторяют и правила проверки действий. 


Сложение и вычитание дробей с разными знаменателями 


Сначала решается пример Пусть теперь одно из С 
на сложение: мых неизвестно: 
О - е ее 
= - Е = 


3:2: 6 
41 5. Чтобы найти неизвестное сла. 
гаемое, надо из суммы вычесть 


Лагае. 


6 


2 1 известное слагаемое: 
АН: ГЕ. — слагаемые, 


3 


р — сумма. оч 


6 


Вторая пара примеров решается в иной последовательности: 


Сначала решим пример на 
вычитание": 


+ На первых порах решения примеров внимание детей бывает приковано 
к преобразуемым элементам записи, а постоянные элементы вообще забывают- 
ся. Так, пятиклассник пишет: 


о 
8 4 8 
Этот недочет вызван неудачной последовательностью записей. С ней мы сопо- 
ставим пси хологически оправданную последовательность: 
Неудачно: Уд ачно: 
1 


|< 


2-й этап: 


3-й этап: 


Я © | ло |< © 


итд. 


Здесь сначала фиксируется до- 
полнительный множитель, 


ты 


Здесь сначала фиксируется коли- 
чество слагаемых и общий знамена. 
тель. 
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бывает приоии 
вообще забыв" 


Пу 
а усть теперь неизвестно 
уменьш аемое: 


Хх — 


О 
6 8. 
Чтобы найти неизвестное уме 


нышаеу 
бавить вычитаемое: ее 
З 


надо к разности при- 


Затем даются для решения примеры на с 
вперемежку, причем записи постепенно сок 
точные преобразования выполняются в у 


ложение и вычитание 


ращаются, а промежу- 
ме: 


3—9. 
-", или сразу 148 —8. 
24 86 24 

Отметим следующее важное обстоятельство: при одновремен- 
ном изучении обоих действий ученики постигают двоякую роль вспо- 
могательного числа — дополнительного множителя (приведение к 
общему знаменателю) и общего делителя (сокращение дроби). 

Пусть решается пример: 


| 
| 


< 
1 
6 


3. 
3 _ 449 
8 24 = 


Решим обратный пример на вычитание: 


ее ЕЕ: 
—=—- = 


24 6 24 24 


Если при сложении дробь = была заменена более мелкими доля- 


Е о при вычитании совершается обратная 
8.3 
операция сокращения ( = 


тных 
Стало быть, при одновременном изучении взаимно обра 


у ерации сопоставляются ИЛИ противо- 
ии промеж точные оп р ин 


поставляются (размельчение 
сложении и вычитании дробей). 
Для уяснения последовательност Е 
Й ение на во’ 
нии и вычитании дробей весьма полезно упражн 
ление пропущенных чисел: 


Е 


я оже- 
бразований при сл 
и. преоор сстанов- 


12—9 — ИТ АЙь 
= 24 


Сложение и вычитание смешанных чисел 


Пусть требуется решить при- Преобразуем решенный 


мер: мер: При. 
1 Е: 1 3 13 
ах Ее В уравнение 
Сначала приводим дроби к Е 
общему знаменателю, а затем 7 а 
складываем отдельно целые час- | х-|-5° = 89, х—818 о 
ти и дробные части: 8 24 24 я — 


Затем даем ученикам пример на вычитание: 
10—1 25—12 1 
ЕВА 23-8 38 
Е 5 Бы 15 15 15 
причем предлагаем проверить результат вычитания сложением: 


3543 В+ — 85—90 92 


15 ПЕ 
Если при решении предыдущего примера пришлось раздроблять 


единицу в пятнадцатые доли ( = г 


ерация — замена неправильной 


› То в обратном примере бы- 
ла выполнена противоположная оп 


дроби ( == целым числом (1). 


Сложение и вычитание десятичных 
и сравнивать вначале с теми же 
числами: 


дробей удобно связывать 
действиями над именованными 


Зм 87 см 3,47 м 
а 0626 1 2.06 м 
5 м 93 см 5,983 м 


Пусть было выполнено сложение: 


3,67 
0. 0,548 


4,218 


После решения примера на сложение м 
ваем обратный пример на вычитание: 


110 


Ы сразу же рассматри- 


К. 
0,548 
3,67 

Вторую пару примеров рассмат 


ива ; 
первым решаем пример на ИАН и другом порядке, т, е 


ры: ние, а результат проверяем сло- 
10,038 - 
— 8737 Проверка. 1,668 
г т 
у 10,038 


Чтобы научить учащихся правильно располагать 
выполнении сложения и вычитания, целесообразно ие при 
; второго 


компонента начинать с постановки запятой под запятой: 
__ 10,038 Е 


, 


Потом правее и левее запятой располагать цифры 
щие разряды. Е 
Полезно иногда предлагать деформированные примеры, в кото- 
рых ученик должен восстановить пропущенные цифры, например: 


обозначаю- 


+ 02,350 18,71 
7,196 ет б5н 
29,649 59,703 


Одновременное изучение сложения и вычитания десятичных 
дробей позволяет с первых же шагов решать простейшие уравне- 
ния, сопровождая решение проверкой: 

х - 28,6 = 36,05. 
36,05 Проверка: 7,45 
— 28,6 28,6 
7,45 36,05 
и вычитания необходимо системати- 
ия на счетах. Сложение и вычитание 
з удобных разделов для тренировки в 


При изучении сложения 
чески производить вычислен 
десятичных дробей — один и 
вычислениях на счетах. М 

Чаще следует решать одни и те же ее: к ее 
в обыкновенной и десятичной дроби, ограничи 


с удобными р ый 75+8 8; 
3 тт НЕ г ВЕ. 20 20 
8 3 25 22 15. о: 
3 = 35 310 
2.2 Ей т = 4,4; 


1 


Ответы совпали. 


Предлагаются примеры, в которых имеются обыкновенные 


И де. 


сятичные дроби, причем решение предпочтительно выполняется - 
десятичных дробях: 


38.2446 —219-0,67 итд 
4 25 


10. УМНОЖЕНИЕ И ДЕЛЕНИЕ ОБЫКНОВЕННОЙ ДРОБИ НА ЦЕЛОЕ ЧИСЛО, 
УВЕЛИЧЕНИЕ И УМЕНЬШЕНИЕ ДРОБИ В НЕСКОЛЬКО РАЗ 


Данный раздел является одним из центральных в арифметике 
дробей: здесь мы не только противопоставляем взаимно обратные 
операции умножения и деления дроби на целое число, но и совме. 
щаем с ними до сих пор отдельно рассматривавшиеся вопросы: уве- 
личение дроби в целое число раз с умножением дроби на целое чис- 
ло; уменьшение дроби в целое число раз с делением ее на целое чис- 
ло. Рассмотрим методику этого вопроса (рис. 29). 


1 


Пусть требуется умножить 
дробь = на 2. 


Умножить на 2 — это значит 


взять число 5 слагаемым два 


раза: 


Короче это можно было запи- 
сать так: 
1.2 
8 


Пусть требуется разделить 
число = на 2. 


1 
В 9 содержится две вось- 
мые доли, а две восьмые раз- 
делить на 2, получится одна 
восьмая: 
Ще [ее 1 


И ь 
Как же получена 


1 
обь —? 
др 8 


новая 


Был знаменатель 4, стал зна- 
менатель 8, числитель остался 


Тем ве а 
29). Ц в, 


Решим еще пример: 
Зо 3 3 3.2 _6 
38 


Чтобы умножить дробь ( =) 
3 / 


на целое число (4), нужно ум 
ножить числитель на это чис- 
ло, оставив знаменатель без 
изменения. 

Запишем правило умножения 
дроби на целое число в общем 


виде: 
Ч ч.4 
2.и = 
8 8 
После того как выведены 
сколько парных примеров: 
8 
17 И. 


Во второй паре сначала предлагает 
яется умножением, 


который потом провер 


Затем решаются примеры на 0 
; них преобразуют 


роках наряду с ПР 
ложить ученикам решить деформировайн > 


чем лишь некоторые из 
Важно на первых же У 


Е 
ЕЕ 


10 30’ 


без 


т изменения. Иначе говоря 
МЫ выполнили 
ты у б следу : р 
образование: :. Е в: 
ЕЯ 
4 4.2 8. 


Пусть теперь требуется опре- 
делить множимое по произведе- 


3\ 
НИ [2 
ю |, и множителю (2), т.е. 


ЕВ 
требуется решить обратную 


задачу: ые 2. Так как деление 


есть действие, обратное умноже- 
нию, то мы имеем право писать 
сразу результат деления: 

3 Га ‹ 


4 ре, 8 

Здесь числитель в делимом и 
частном один и тот же, а знаме- 
натель в частном увеличился 


в 2 раза: 
3 
Ее 
4 4.2 8 


Чтобы разделить дробь ( =) 


на целое число (и), нужно ум- 
ножить знаменатель дроби на 
это число, оставив числитель 


без изменения. 
Правило деления дроби на 


оба правила, необ 


целое число запишется так: 


Ч 


ЕЕ: 


Ч 


8 : 3.4 
ходимо решить не- 


У. 5. 
17 17.5 7 
деление, 


бе операции 


9 36 


’ 


113 


10, 

2г 

В существующих учебниках арифметики и методических по. 
биях обычно даются два способа умножения и деления дробей 

Например, в учебнике арифметики И. Н. Шевченко дано следую. 
щее правило: «Чтобы умножить дробь на целое число, Нужно умно. 
жить на это целое число числитель и оставить тот же знаменатель 
или, если возможно, разделить на это число знаменатель, оставив 
без изменения числитель» (подчеркнуто мною. — 25. 

Эти два способа логически неравноценны, ибо первый способ 
можно применить всегда, а второй лишь в отдельных случаях. По- 
этому второй прием нецелесообразно возводить в ранг правила, 

После того как будут усвоены действия умножения и! деления 
дроби на целое число, вводится понятие увеличения (умень- 
шения) дроби в 3, 5, 8, ... (целое число) раз как синонимов понятий 
умножения (деления) дроби на эти же целые числа и только. 

Рациональным оказывается следующее: два новых правила уве- 
личения и уменьшения числа в целое число раз должны слиться в 
мышлении соответственно с правилами умножения и деления дро- 
би на целое число. 

Приведем это правило. 


величить 
Чтобы 9 личить. дробь в несколько раз, надо увеличить во столь- 
уменьшить 


числитель 


ко же раз › оставив постоянным другой член дроби. 
знаменатель 


И вот эффект экономии: вместо 
ме конечным результатом из 


-5 


предыдущих правил: 


Если при постоянном знаме- Если при постоянном числи- 
нателе числитель дроби уве- | теле знаменатель дроби увели- 
личить в несколько раз, то ве- | чить в несколько раз, то вели- 


личина дроби увеличится во чина дроби уменьшится во столь- 
столько же раз. ко же раз. 


Для усвоения данного материала ценна, как и вообще в мате- 
матике, не тренировка ученика в одностороннем применении за- 
ученных правил, а максимальная вариация форм вопросов, ответы 
на которые требуют каждый раз иного осмысливания знаний. 


: 4 8 
1. Выполнено действие: 5 2 = г 
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Прочитать данную зависимость 
меньше, больше. ь 


Ответ. а) - ве 
. р” Л ! р 
9 УВеличить в 2 раза — полу 


используя слова: 


увеличить, 


чится р 
9 


4 8 
6) о меньше г В 2 раза; . 
8 4 
Пе больше т 2 раза. 
2. Как В (увеличить) дробь в 4 раза? Придумай 
! ума 
3. Была дробь —. После изменения т в 
Я она стала равной —. 


Увеличилась или Уменьшил 
ась дробь? 
6 робь? Во сколько раз? Запи- 


сать это изменение |= Ве Е 
= 


3 

4. Как следует изменить дробь =! чтобы получилась дробь 3, 
г. 

5. Увеличить дро 2 : 

дробь - в 4 раза. Ответ проверить делением. 
6 

6. Уменьшить дробь = в 3 раза. Ответ проверить умножением. 
7. Некоторую дробь увеличили в 4 раза и получили дробь 5 

15 

Какова была первоначальная дробь? Е =в) 
Е 15 


8 4 
8. Дробь г больше дроби т в 2 раза. Записать данную зави- 


симость двумя способами. 

(Решение. ЕЕ 4.2=3) 
9 9—9 9 

ЯТИЧНОЙ ДРОБИ В 10, 100, 1000,... 
ИЧНОЙ ДРОБИ НА 10, 100,... 
. ит. А,) 
‚ как и в других пособи- 
би в 10, 100, 
й с деся- 


11. УВЕЛИЧЕНИЕ И УМЕНЬШЕНИЕ ДЕС 
ит. д. РАЗ. (УМНОЖЕНИЕ И ДЕЛЕНИЕ ДЕСЯТ 


В учебнике арифметики И. Н. Шевченко р 
ях, вопрос об увеличении и уменьшении десятичной дро 
1000, ... ит. д. раз рассматривается до изучения действи 


тичными дробями. 
Однако, как и в случае обыкновенных др 
жения (делен 


лесообразным совмещение Умно 
би на 10, 100, ... соответственно © увеличен 
дроби в 10, 100, ... ит. д. Раз. 

В книге Н. Н. Саговской умножение десятич 
100, ... и т. д. рассматривается на одном уроке и 
ной дроби на 10, 100, ... ит. д. рассматривается о’ ективность 

Опытная проверка показала исключительную 


ограммы. При этом 
одновременного изучени ов ПЕ 


обей, оказывается це- 
ия) десятичной дро- 
ием (уменьшением) 


ной дроби на 10, 


деление десятич- 
на другом уроке. 


я данных раздел 
115 


защиеся хорошо усваивают связь между умножением и ление 
а учебное время используется более экономно, чем при разде 
ном изучении материала. › Е й 

Пусть имеется число 26,45. Увеличим его в 10 раз. Тог 
десятка станут 2 сотнями, 6 единиц — 6 десятками, 4 д 
станут 4 единицами, 5 сотых доли — 5 десятыми. 


Запишем это преобразование: Рассмотрим обратную за ы 
26 45 . 10 = 964 5 чу — уменьшить число 264 5 з 
г] Е 5 т 


10 раз: 
Для того чтобы десятичную 264,5 : 10 — 9645 
дробь увеличить в 10 раз (умно- т „30. 
жить на 10), надо запятую пере- Для того чтобы десятичную 
нести вправо на один знак. дробь уменьшить в 10 раз (раз. 
делить на 10), надо запятую 
перенести влево на один знак, 


Пусть требуется увеличить число 3,765 в 100 раз. Для того 
чтобы увеличить число в 100 раз, надо увеличить его сначала в 
10 раз, а потом опять в 10 раз, т. е. запятую надо перенести на два 
знака вправо: 


а 
есятых и. 


3,765 . 100 = 376,5. 
Очевидно, верно и следующее: 
376,5 : 100 = 3,765. 
Таким образом, мы приходим к следующему объединенному 
правилу: 


величить 
Для того чтобы - 


уменьшить бЕСЯТичную дробь в 10, 100, 1000, ... 
и т.д. раз, надо перенести запятую соответственно на 1, 2, 3, 


вправо 
... и т. 9. знаков 
влево 


Решение второй пары примеров надо начать с деления и прове- 
рить умножением. 


Упражнения по этой теме должны состоять как из обычных, так 

и обратных им, т. е. на восстановление деформированной записи: 
3,76 . 10 = 5; 
25,7 -10= Е); 

123,45 : 7 = 12,345; 

С: 1000 = 8,36; 
С: 100 = 2,68; 
3,06 [= 3060; 

0,0732 = 7,3 (два ответа). 

Понятиями увеличить (уменьшить) в 10, 100, 


(разделить) на 10, 100, ... надо пользоваться при 
меров как синонимами. 


При изучении этого материала уместно повторить соотношения 
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... Рази умножить 
решении этих при- 


ему бр 


Обь в 10, 10.10. 
пственно на 1,1. 


между десятичными мерами п 


р посредетвол 
упражнении: Редством выполнения следующих 


3,78 м = 15 см; | 379 , : 

м = 63 дм; 87 ММ = в см? 

Б ке: 1000 =? кг; 376,4 дм? = 2 см; 

7.2 ц: 100 = ке; 5 № 110005 ди; 

87 руб.: ? = 87 коп.; Е < 100 = 36 руб.; 
2: 100 = 13 ц. Г 


Рассматриваемые правила имеют силу и для цел 
ющихся частным случаем десятичных дробей: ых чисел, явля- 


63 : 1000 = 
63.1000 = 
= 000063,0000 : 1000 = — 0063 
—0.06 = 0063,0000 . 1000 = 
= 0,063. — 6300.0. 


12. ОДНОВРЕМЕННОЕ ИЗУЧЕНИЕ УМНОЖЕНИЯ И ДЕЛЕНИЯ ДРОБЕЙ 


Й у ‹ р : я 

В а ющих программах и учебниках сначала вводилась 
задача ет РЕ части числа и на его основе задача умноже- 
Но, затем черсв некоторое время рводалаеь ани 
на нахождение числа по его части и опять на других уроках — 
деление дробных чисел. 

В пробных учебниках для [\ класса, изданных в 1968 г., изу- 
чение этих вопросов развертывается тоже раздельно, но в разных 
вариантах. 

Общее в этих вариантах — то, что сначала вводится умножение 
дробных чисел постулированием: произведением двух дробей 

а а а + а. 
1 и “2 называется дробь --—®. 
в: 5 5-6 

При работе по новым программам было бы более целесообраз- 
ным придерживаться иного пути: сначала рассматривать пару опе- 
раций умножение и деление дроби на дробь, а затем на их основе 
как частные случаи — другую пару — нахождение части числа 
ц числа по его части. 

Таким образом, мы здесь добиваемся не только уменьшения Чис- 
ла запоминаемых правил, но и используем в полной мере преиму- 
щества совмещенного изучения прямых и обратных задач. 

В излагаемой методике сначала вводится действие умножения 

— а именно исходят 


обей на основе геометрических соображений, т 
из Е . ника находится перемножением дли 


7 моугол 
пе — когда последние выражены дробными 
Чис : 

- ны образом, при этой методике дейст 
как бы постулируется, но подкрепляется, нем 
кой иллюстрацией. 

Деление дробных Ч 
мым действием как дейс 
Затем рассматривается 


вие умножения дробей 
едленной геометричес- 


тавлении с пря- 
дробных чисел. 
части от числа 


117 


я в противопос 
ное умножению 
ождение 


х чисел вводитс 
твие, обрат Е 
совместно нах 


и числа по его части, как обычно, причем выясняется, что терь 
задача сводится к умножению дробей, вторая—к делению дробей 
Можно сказать так: что бы ни изучалось, каким бы Логическ Й, 
путем мы ни шли при этом, метод противопоставления всегда облет. 
чает, ускоряет процесс обучения. : 
Кратко опишем указанный второй подход к методике Изучения 


действий второй ступени над дробными числами. 


Пусть требуется найти Решаем обратную задачу: 
площадь прямоугольника со Площадь прямоугольника |5 си? 
сторонами 3 и см. его ширина 3 см. Найти высоту 

прямоугольника. 

Решение, Решение. 

3-5 = 15 (см); м 5 (см), 
ширина - длина = площадь. 3 
площадь 


== длина. 
ширина 


Рассматриваем далее другую пару задач. 

Задача. Дан квадратный дециметр, стороны которого равны 
1 дм, или 10см. (Его площадь [ дм. 1 ди=1 дм?, или 
10 см - 10 см = 100 см?.) 

От него отрезан прямоугольник, длина которого составляет 


т дм, а ширина 2 дм. Определить площадь этого прямоугольника 


(рис. 30). 
Задачу решаем тремя способами. 


1-й способ. Вычисляем площадь заштрихованного прямо- 
угольника в квадратных сантиметрах. 

Для этого длину и ширину надо выразить в одних единицах — 
сантиметрах. 


Длина прямоугольника =. дм, или 7 см. 


Ширина прямоугольника 3 дм, или 15 дм, или 6 см. 


Площадь прямоугольника 7. 6 = 49 (см?). 
‚ 2-й способ. Решаем задачу на основе «здравого смысла» сле- 
дующим рассуждением: 

Разделим квадратный дециметр на 10 равных вертикальных по- 
лос и 5 равных горизонтальных полос. 

Вся площадь квадратного дециметра разбита на 10.5 = 50 
равных частей — 50 частичных прямоугольников. 


Площадь одного частичного прямоугольника составляет 


1 
часть квадратного дециметра |. дм? ) Или = от 100 см? = 
== 100':.50:= 2. (м7). 
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грихованного тие 


в одних дниЯ" 


В заштрихованном прямоугольнике содержится 3 : 7 = 21 час- 
тичный прямоугольник, или его площадь составляет 5 дм? или Е. 


от 100 см? = 42 см?. (Такие задачи учащиеся решали по разделу це- 


лых чисел в начальной школе.) 
Этот ответ совпадает с ответом, получ 


бе решения. 
3-й способ (основной). 
Площадь любого прямоугольн 
о 


рины на длину: = = ЗЕЕ 
у 5 10 
должно быть получено чис 


я предыдущим способом.) 


енным при первом спосо- 


ика находится умножением ШИ- 


21 (ди? 
В произведении ло 5 (м). 


(Это следует из решени 
. 
5 
Вопрос заключается в том, чтобы найти правило, как получить 
это произведение. 
Легко видеть, что указ 
образом: 


аходится следующим 


анное произведение Н 
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3-7 
5.10 

Ответ совпадает с ранее найденным, 

Формулируем правило: 

Чтобы перемножить дроби, достаточно перемножить чи 
тели и знаменатели и, первое произведение взять числителем, д 
рое — знаменателем: 


Сли- 
610- 


На этом же уроке решаем то задачу: 
2 7 
Площадь прямоугольника равна — дм?, его длина т дм. 


Найти ширину прямоугольника. 
Решение. Чтобы найти ширину прямоугольника, надо 
площадь прямоугольника разделить на его длину: 


=: 
50` 
21 
50 
В предыдущей задаче - было первым сомножителем (ширина), 


С 
5 


21 
= вторым сомножителем (длина), а 50 — ПРоизведение. 


10 
Деление — это действие, обратное умножению. 


. Е 
Если произведение разделить на один сомножитель (5) то 


в ответе должен получиться второй сомножитель (=) 


Итак, мы здесь пользуемся определением деления. 
Стало быть, рассуждение логично: оно не имеет изъянов. 
Запись приобретает ВИД:1 
ЕЕ 
5 = 
Вопрос заключается в том, чтобы на 
на дробь, которое таково: 


=. 
ое г 


йти правило деления дроби 


Получим ожидаемое число. 


Правило. Чтобы разделить дробь на дробь, достаточно мно- 
жимое умножить на число, обратное множителю: 


1 Можно также сослаться на обратную задачу 
если площадь прямоугольника разделить на его длину 
моугольника. 


на нахождение площадн: 
› то получим ширину пря- 
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< [я 


алее шаются грь е ы 1 тане < вопо- 
Д ре ПРИ ры на оба действия В 
‚ а именно: еслу тример дан на у е : -. Е 
вления нож ние, то 
О ОТ. 


вет проверяется делением; если же сначала 
ние, то его ответ проверяется умножением в 


} 13. УМНОЖЕНИЕ И ДЕЛЕНИЕ ЦЕЛО 
| | Е ГО И СМЕШАННОГО ЧИ 
СЕЛ 
дика | КАК ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ УМНОЖЕНИЯ И ДЕЛЕНИЯ Е т, 


и | в курса начальной школы знают, что при де 
аницу в ча : 
ц у стном получается то же самое число. 


] Поэтому для них законны и понятны записи: 7 = 7. 19 — 
1 


ит. д. 
Пусть требуется выполнить умножение целого числа 15 на 2. 
5 


решаем так: 
| 5 
2 
Лем (ширина, а, 
А з Ве ЗЫ 
ен, 
| Разумеется, впоследствии промежуточные операции свертыва- 
и ются, и запись приобретает вид: 
тель |" : 
т | 15.2 = 16: итх 
3 | 
$ | Рассмотрим обратную задачу: 
7 (08. | о 10 р 5. з 15 
ЯН” | а ыы + 
: | 8 Я ЕЕ 
| ь 
Ра Затем можно перейти к кратким формам За пСИ- 
и’ | 2 Е 
елей" р. 


умножение— 


на в порядке: 
еше р рядке: 


Если первая пара примеров былар 

ть В ПО 
деление, то вторую пару примеров надо предложи 
деление — умножение. 


ь м’ нае итд 
п’ | а 


3 
р жением: 16. =. 
Затем результат деления проверяется умно г 
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Умножение и деление смешанных чисел на дробь Рассмат 


Ривае 
также совместно: м 
6 а АР 
250-56. —10:-38> а а 4 5 


Умножение проверяем делением: 


о Е 
ЕЕ 4`10 д. 333 6 


= 0. 


Вторую пару примеров решаем в другой последовательности: 
1 = 
сначала решаем пример на деление: а ее и ответ проверяем 


2 2 
умножением: - . т: 


Особые правила умножения и деления смешанных и целых чи- 
сел на дробь не заучиваются. 


Достаточно, если ученики смогут своими словами передать сле- 
дующее: 

Чтобы умножить или разделить смешанные (целые) числа на 
дробь, нужно их представить в виде дроби и дальше выполнять 
действия по правилам умножения или деления дроби на дробь. 

Уместно обратить внимание учащихся на то, что умножение и 
деление целых чисел тоже возможно представить как частные слу- 
чаи соответствующих действий над дробными числами: 


14. УМНОЖЕНИЕ И ДЕЛЕНИЕ ДЕСЯТИЧНЫХ ДРОБЕЙ 


Надо начать с того, что целое число является частным слу- 
чаем десятичной дроби (десятичная дробь без долей): 
47 = 47,0; 
47 = 47,00 ит, д. 


Стало быть, нет нужды отдельно рассматривать умножение де- 
сятичной дроби на целое число, а следует сразу вывести общее 
правило умножения десятичной дроби на десятичную, которое вер- 
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но и для частного случая, ко 
ые числа. 
Пусть требуется выполнить умножени 
Выполним умножение в фор 


гда один или оба сомножителя — це- 


© 0,37 . 0,4 = 
ме обыкновенных дробей: 
0,37 =2; 04-4 
100 10? 
37.4 7 
О ра 
100.10 — 100 ее 
й Чтобы найти числитель произведения, мы перемножили дро- 
й би, не обращая внимания на запятые, как целые числа (37.4 = 


= 148). 
Знаменатель первого сомножителя — 100, знаменатель второго 
вать, .| сомножителя — 10, а знаменатель произведения — 1000. 
Бон по-другому: если в первом сомножителе были отделены 
твер ] Говоря ругому та 
Про запятой справа две цифры (знаменатель имеет два нуля) и во 


втором — одна цифра (знаменатель 10. имеет один нуль), то в про- 
изведении отделены справа три цифры (в тысяче три нуля). 
Для уяснения правила постановки запятой в произведении при 


ЫХ И Це | тичных дробей целесообразно предлагать для уст- 
множении десяти р | 
-| о решения примеры с несложными числами, например: 
и передать с 0,22. 0,02 = 0,0044; 
30 - 2,3 = 69; а 
4,231: 200 = 846,2; 
“ 31,2 . 0,02 = 0,624 ит. д. Е 
| Й или наоборот 
на др. — Умножение десятичной дроби на целое число ( р 
‚умножение подводится под общее правило: 
‚ Частные с} | 0,37. 4 = 1,48. т 
| Й а отделены две цифры (%,5!), 
ыы | В одном сомножителе не . И елена запятой (отде 
Е  ОаводеНИЙ мы отделяем запятой лишь 
| лены нуль Е впр а 
| ан че вести правил 
ее ь аа умножения можно И Е СЯТАЧНУЮ 
} общего случая — умножения и НО пацана рассмотреть деление 
| дробь, то в случае деления неоох осначий случай деления дро 
дроби на целое число, а затем изучат # 
о - ение десятичной дроби на др 
Это следует из ТОГО, Что Убе на целое число. 
и сводится к делению десятичной и 
ист Пусть требуется и - 
0,01 : 
| — 15 00056 
—18 
18 
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Рассуждаем так: 0 целых разделить на 3, получится 0 
0 десятых разделить на 3, получится 0 десятых; 1 сотую дели"! 
на 3 невозможно, записываем 0 сотых; 16 тысячных Разделить на з 
получится 5 тысячных, а в остатке 1 тысячная; сносим 8 Десятиты. 
сячных; 18 десятитысячных при делении на 3 дадут 6 десятитысяи 
ных, т. е. получим ответ 0,0056. ; 

Таким образом, деление десятичной дроби на целое ЧИСЛО вы. 
полняется поразрядно, так же как и деление целого числа на 
целое. 

Деление десятичной дроби на десятичную дробь сводится к пре. 
дыдущему случаю. 

Вывод правила деления десятичной дроби на десятичну ю дробь 
может быть осуществлен так: 

Сначала вспоминаем основное свойство частного: если делимое 
и делитель — целые числа и они умножены на одно и то же число, 
то частное не изменяется: 924 ; |9 — р 

(24 . 100) : (12. 100) = 2400: 1200 = 2. 
Убеждаемся, что это верно и для дробей. 
Пусть найдено частное от деления двух дробей: 
28-567 
Е ЕО 

Увеличим каждую дробь в несколько раз, например в 10 раз: 


4.2 8 8° 


(4-19): (0) 0..0 в. 3.5 В 


4 5 4°5 4.00 
Частное осталось прежним. 
Пусть требуется ВЫЧИСЛИТЬ: 


и делитель — надо умножить на 10; имеем: 
0,256:1,6 = (0,256. 10) : (1,6. 10) = 2,56 : 16; 
2,56 | 16 
16 0.16 
96 
96 


Удобно располагать запись деления так, чтобы новый 
находился под прежним примером, а не ря 
расположение одних и тех же цифр друг 
счет знаков, через которые‘ переносится запятая: 
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Формулируем правило: 

Чтобы разделить десятичную дробь 
делимое и делитель увеличить’ во столь 
атился в целое число. Дальше выполня, 
ления дроби на целое число. : 

В этом правиле целое число 
десятичной дроби, например: 


3672,00 ; 2,04 — 
367200,0 : 204 — 


С интересом решают ученики устно след 
ные примеры: 


на десятичи 
ко раз, 
ть деле 


ую дробь, надо 
чтобы делитель об- 
ние по правилам де- 


понимается как частный случай 


ующие деформирован- 


18-0.001 = [-.0,0001 0,25; 
[70,01 =13,7; 13,6. ны 
3,89:0,1 = С7:0,01 —98,056; 
15,6: С1=1560; о 
С.1000=37,5; 37,6: 27 =3,76; 
0,87? 100=0,0087. 0,87? 100=87." 


15. НАХОЖДЕНИЕ ЧАСТИ ОТ ЧИСЛА И ВСЕГО ЧИСЛА ПО ЕГО ЧАСТИ 
В РАЗДЕЛЕ «НАТУРАЛЬНЫЕ ЧИСЛА» 


В традиционной системе обучения задача на нахождение одной 
части числа рассматривалась во И классе, числа по величине од- 
ной части — в [\ классе, нахождение нескольких частей числа — 
в Ш классе, обратная задача по определению чисел по величине 
нескольких его частей лишь в У классе. 

Эксперимент, осуществленный нами в начальных классах, пока- 
зал, что первые две задачи вполне доступны для одновременного 
изучения во ПП классе, а две другие — в Ш классе\. 

При таком раннем ознакомлении учеников с этими задачами 
значительно облегчается изучение умножения и деления дробей 
в У классе. г 

В этом случае уже при изучении натуральных чисел в У клас- 


на- 
се стало бы возможным повторять взаимно А На 
х исла по величине е . 
ождение части числа и ч и ила по величине его час- 


Задачи на нахождение части числа 

изучае- 
ти являются обобщением задач на и и 
мых во ПП классе. Как в тех, так и В Е : 
выгодно использование следующих приемов: 


Сближение указанных 
раммах для началь- 


—— 

1 Подробнее об этом сказа 
взаимно обратных задач частич 
ной школы. 


но в наших книгах [58, 59]. : 
но осуществлено в новых про 
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1. Схематической записи условия задачи в две ст оч 
чающей первоначальный анализ условия задачи (этап оне 
данных). еНия 

Большинство ошибок учеников, обучаемых по общепри 
системе раздельного рассмотрения взаимно обратных вопрос 
возникает именно из-за неумения найти связь между числам, 
неумения найти зависимость между числовыми данными; этиц ” 
объясняются распространенные ошибки подмены одного Действи 
другим (вместо умножения делят или наоборот ит. п.). Я 

2. Одновременного изучения двух взаимно обратных ада 
имеющих один и тот же сюжет и числовые данные, на основе проти. 
вопоставления. 

Рассмотрим задачу: 


На сберкнижке было 100 руб. Г вклада взяли для покупки паль. 


то. Сколько денег взяли? 
Обычная методика объяснения решения этой задачи оперирует 


2 
тремя числами: двумя данными (100 руб., 7] и одним искомым 


(40 руб.). 

Между тем важно акцентировать внимание учащихся на четы- 
рех числах, попарно соотносящихся друг с другом. 

Именно такое развертывание логических операций облегча- 
ет усвоение алгоритма решения этих задач. 


Сначала записываем слева друг под другом два числа: 
1 составляет... 2] 


Е 
5 составляют ... Г] 


НЯТОй 


Учитель. Какое число надо принять за условную единицу? 
Чему был равен весь вклад? 


Учащийся. За условную единицу принимаем 100 руб. и по- 
этому это число пишем против 1, читаем: «| целое составляет 100 
руб.». 


Учитель. Сколько же рублей составляют = части всего 


вклада? 


Ученик, Нам это неизвестно, мы должны найти его. 
Появляется запись: 


1 составляет 100 руб. 
= составляют |5 


ь 2 
Учитель. Прежде чем найти `; “ЧИсла, надо найти а числа. 
5 


Как же найти >. числа? 
Ученик. Надо 100 руб. разделить на 5. 
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жно в этом месте прове 

Ва е провести анализ глубя 

А ке, выяснить, почему 
Учитель. Почему мы делим число 100 

нибудь другое число? Сколько пятых частей о 

целом? Сколько пятых долей в 100 руб.? ый 
Ученик. В одном целом пять пятых част 

Запись на доске приобретает следующий ви: 


1= `5 ‘оставляют 100 руб. 


2 
5 составляют Г] 


Учитель. Прочитайте условие без знаменателя 
Ученик. Пять частей составляют 100 руб., 2 части соста 
ляют ... неизвестно сколько. к Е г 


Учитель. Как же найти, ч 
те ‚ чему равны две пятых ч ? 
сначала надо найти? и -- 


ЕН 
Ученик. Сначала надо найти = часть; 100 руб. разделить 
1 


| наб, получится 20 руб.; — Е 
ие у чащи | у руб.; -„ часть вклада составляет 20 руб. 
другом. ИСЯ Нач Запись на доске приобретает вид: 

| и. | 
х операций к 1= - составляют 100 руб.; 

| 7. 

| — составляют 6; 

ОМ ДВА числа: 5 в 


| -5 составляет 20 руб. 


‚ И Учитель, закрыв первую строчку, заставляет прочитать две по- 
за УсловНЮ"" | следние строчки. 


2 1 ) 
Учитель. Во сколько раз ” больше г части? Как узнать, 


нимаем 100 | : 
{елое | сколько составляют = части, если > составляет 20`руб.? 
2 дит и Ученик. Надо уе руб. в2 раза, получится 40 руб. 
ИЕ | Две пятых вклада равны 40 руб. : 
ру 5 После решения прямой задачи ее тут же ео в обрат. 
1х данных и том же у 
Го, ную задачу при тех же числовы рае И 
НЫ дай ‚ Учитель. В прямой задаче мы знали весь В о 
| а надо было найти 2 всего вклада (40 руб.). А теперь 
> | найти 100 руб. 
| ее о т те задачи появляется схема 


На доске рядом со схемо 
я рочка стираетс 


бь 
е я, стирается также дро 
обратной задачи (третья ст ‚СТИ 


5 |* 


Прямая задача. | 
составляет 100 руб. 


— составляет 40 руб. 


составляет Г] руб. 5 


1 
р 
5 


Ученики читают по схеме условие обратной задачи: 


На сберкнижке было несколько рублей. Известно, что 


этого числа составляют 40 руб. Найти весь вклад. 5 


2 е : 
Учитель. $ вклада известны. А сколько пятых частей сос 


тавляет весь вклад? : 
Ученик. Весь вклад составляет - части, 


Учитель. Как же определить весь вклад, т. е. как опреде. 
лить 5 частей, если известны 2 части г ВНЕ 


Ученик. Сначала надо найти одну часть: 40 руб. разде- 
лить на 2, получится 20. 


1 
Е часть составляет 20 руб. 
Учитель дописывает схему, и она приобретает вид: 


1 = — составляют Г. 


составляют 40 руб. | 


составляет 20 руб. 


© | ол [> вл | 


Учитель. Кто скажет, как теперь определить весь вклад? 
Во сколько раз > больше = Во сколько раз 5 частей больше од- 
ной части? 

Ученик. : больше — в 5 раз. 


20 руб. увеличить в 5 раз, получится 100 руб. 
Весь вклад составляет 100 руб. 


Условия двух задач и их решения записываются в тетрадях: 


Нахождение части Нахождение всего 
от всего числа. числа по его части. 
Аи 5 
И - 100 руб. ая [оруб. 

2 . 2 

ны руб. о 40 руб. 

1 

г а ые м 

5 ру г 20 руб. 


Решение. 


РВ 


ешение, 


хх р 


1. Чему равна — часть вкл. 1. Чем 
В вкла- 3 ему равна часть вкла- 
да? Да? 
100:5 =20 (руб.). 10:2 =20 (руб.) 
3 уб.). 
2. Чему равны — части вклада? 2. Чему равны 5 части вкла- 
> . 


да (весь вклад)? 


20.2=40 (руб.). 
20. 5 = 100 (руб.)*. 


После решения сравниваются условия и реш 
Этот завершающий эта ь НИЯ. задан: 
р щий этап объясне атериала 
ния материала является наибо- 
лее важным звеном в методике у . 
ас 1 д противопоставления: именно здесь 
у Ио игают взаимопереходы и взаимосвязи понятий и опе- 
ив: И 
И гу вают приемы дифференцирования (различения) обеих 
Учитель. Чем отличается условие одной задачи от другой? 
‚У ченик. В первой задаче мы находим часть вклада, во вто- 
рой задаче — весь вклад. 
Учитель. Что сходного, одинакового вы заметили в реше- 
ниях этих задач? 
Ученик. Обе задачи решены двумя действиями. Первое дей- 
ствие — деление, второе — умножение. 
Учитель. Почему одинаковы первые вопросы? 
Ученик. Там и тут мы находим, чему равна одна часть. 
Учитель. Какие известные вам задачи напоминает данная 
задача? 
Ученик. Задачи на приведение к.единице. 
Учитель. Правильно! Здесь мы тоже первым действием «при- 
водим к единице» — находим одну часть. 2 
Как показывает приведенный выше анализ решения подобных 
задач, опорными пунктами в цепи рассуждений являются числи- 


1 В методической литературе нет единства в употреблении терминов в данном 


ак в книге Е. Н. Саговской используются термины «часть от целого», «целое 
) г. в 
по части». ть вначале термины «най- 


авляется использова 
а число по его части», ибо понятие «целое число» 


обретает второй смысл. 


Более целесообразным г 
ти часть от всего числа», «най 
в связи с введением понят, многозначных терминов. 

Поэтому методически ва ется название «нахождение 


В учебнике арифметики И. Н. авляется более удобным краткое наз- 


величины дроби данного чи А потреблением данного 
вание «нахождение части числа»; с У ТР ихологически невыгодно перестраивать 


лись еще в начальной школе» и поэтому 
этот стереотип. 
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тели дробей; поэтому иногда чтение дробей следует ЗарЪироват, 
прочитывая их без упоминания знаменателя: не пять пятых, а ы 
аетьй и т. д. Нужно также делать ударения на числители: ть 
пятая. Е 

тых, две пятых, одна 

Попутно отметим, что основную информацию для несения 
дачи к одной из двух разновидностей («часть от числа» или «чи сло 
части») несут предлоги от и по; учитель должен их Выделить го, 
лосом, делать на них логическое ударение, написать крупными о 
вами. р 

Если первая пара задач появилась в последовательности: 


часть от числа. —> число по части, то вторую пару задач Следует 


решать в обратном порядке: число по части - часть от числа, 
В правой половине листа (доски) записывается задача: 


|] Ка 
В ЕЕ 300 кг 
7 


Условие задачи может быть либо сообщено учителем, либо 
составлено с учащимися коллективно: 


2 
Со склада взяли 7 всего имевшегося там картофеля; это соста- 


вило 300 кг. Сколько всего картофеля было первоначально? 
После решения этой задачи (300 :2 = 150 (кг), 150.7 = 
= 1050 (кг) идет беседа учителя с учениками: 
читель. Какого вида была решенная нами задача? 
Ученик. Задача на нахождение всего числа по его части, 
Учитель. Почему вы так думаете? 
Ученик. Потому что в задаче дано, сколько килограммов 


2 Р 
составляет часть всего запаса ы А надо найти все число (1050 кг). 


Учитель. Чтобы проверить решение данной задачи, надо со- 
ставить обратную ей задачу. Каково название второй задачи? 
Ученик. Задача на нахождение части от всего числа. 


Учитель. Кто напишет схему второй задачи? Кто расска- 
жет условие новой задачи? 


На доске (в тетрадях) слева от предыдущей записи появляется 
новая запись: 


1 — 1050 ка 1 Г ка 
2 


= С ке 300 к 


Ученик читает условие проверочной задачи: 
На складе было 1050 кг картофеля. 7 01 этого количества взяли. 


Сколько килограммов картофеля взяли? 
Решение. 1) 1050 :7 = 150 кг; 2) 150.2 — 
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300 (кг). 


В домашние или ко ные раб 
по решению пар задач: если даня‘олна к 
ник после решения должен преобразовал 
решить последнюю. 

Впоследствии, конечно 
их разновидностей. 

При одновременном (на одном уроке!) введении этих задач уче- 
НИК приучается заранее, до того как присту пит к решению задачи, 
определять ее вид. 

В психологическом отношении преимущество одновременного 
изучения взаимно обратных (или сопряженных задач) заключается 
еще и в том, что здесь на первый план выступает обучение при- 
емам различения вида задачи на основе выяснения ее характерис- 
тических признаков. 

А это и означает овладение учеником логическими средства- 
ми анализа структуры задачи, зависимостей между ее величинами. 

В этой связи отметим следующий полезный прием. 

Прежде чем решать задачу по данной теме, на доске записывают 
названия обеих разновидностей задач: 


включать и задание 
ая-либо задача, то уче- 
с в обратную задачу и 


‚› решаются и изолированные задачи обе- 


Часть от всего числа. Все число по его части. 


Затем читается задача, подлежащая решению. 

Учитель спрашивает: «Какого вида прочитанная задача? По- 
чему так думаешь?» 

После того как разновидность задачи будет определена, ученики 
решают ее в соответствующей половине страницы (или доски). 

Выяснение разновидностей задач должно идти по пути от пер- 
воначального различения к последующему обобщению. 

Для этой цели весьма удобны задачи промежуточные, которые 
не относятся ни к тому и ни к другому виду (такие задачи в сущест- 
вующей практике обучения не используются тс 

Задача. Турист проехал 45 км пути на велосипеде, и это сос- 


тавило — всего п, ти. — пути он прошел пешком. С Колько ки- 
Л . К [9] 


лометров он прошел пешком? 
Схема задачи: 
я 45 км 
9 
2 


‹ 


Е] 


йСтвиями: 
ешается двумя деист 
Пу в 9 (км ехал на велосипеде); 


2) 9.2 = 18 (км шел пешком). 
ро можно сформулировать и решить 
дачу по схеме 


обратную ей за 
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С км 


3: 
9 
— 


18 км 
9 


После того как будут изучены оба вида задач (на Нахождение 
части от числа и числа по его части), при тренировке в устном ре- 
шении их следует использовать следующую удобную форму записи 
условия: 


5 Е 
рот 630 > 51; 5 5 от 2300; 


2) — от 2] 40; 6) Чот 270 - 60; 


И 
8 9 
1 


3) 


от 320 _> 80; 7) = от 500 -> 350; 


4) Е от 560 >25; 8) [от 400 - 120. 


Отметим, что из этих упражнений лишь 1), 2), 4) соответствуют 
задачам, изучаемым в начальной школе. 


Остальные упражнения преследуют цель дальнейшего углуб- 
ления знаний учащихся по данной теме. 


1 р р 
Задача вида 3) =. от 320 — 80 является третьей задачей со- 
вокупности задач. Какую часть составляет 80 от 390? (Решение, 


320 : 80 = 4, значит, 80 составляет от 320.) Иногда полезно сос- 


тавить и решить по од; 


ному сюжету все три вида задач. 
Например: 


от 210 [}; 


от [Г] 30; 


зе += 


от 210 - 30; 


Как показала практика, эти упражне- 

ния при правильной методике обучения 

0т 270=60 посильны уже третьеклассникам (и тем 
' более четвероклассникам). 


При решении задачи вида 6) Я от 270-60 
Рис. 31 9 
рассуждаем так: 


«В числе 270 должно быть 9 частей; одна часть будет равна 
270 :9 = 30» (рис, 31. 
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“Ответ 
шего глуб. 
задачей и» 


Решение 
‚полезно 


Рассматриваем далее другую связь: 
ое Сколько частей было взято? Ск 
в 60? 60:30 =2 (раза). Значит, 


ь: «Число 60 связано с числи- 
Сколько раз по 30 содержится 
искомый числитель — 2. 


Проверяем: гк. 270 равно 60». 


Последну и пример в ра 4 ==) является неог е- 
и 1 И, 1 ет 
р р да о 00 50 ВЛЯ опре, 


ленным; он может быть предложен в качестве упражнения повы- 


шенной трудности. Решается этот 


десятые доли: 
Е 
10 


120. 


пример подбором: пусть были 


от 400 = 120; 400 : 10 = 40; 120:40=3. Значит, ® от 400= 
10 


Могут быть и другие решения этой задачи: 


6 от 400-> 120; 
20 


12 


— от 400 - 120. 
40 


16. НАХОЖДЕНИЕ ЧАСТИ ЧИСЛА И ВСЕГО ЧИСЛА ПО ЕГО ЧАСТИ 


В РАЗДЕЛЕ ДРОБНЫХ ЧИСЕЛ 


После введения умножения и деления дробей через несколько 
уроков мы изучаем совместно задачи на нахождение части числа 


и числа по его части. 


Изучение этих задач в разделе дробных чисел следует начать 


с устного решения такой пары задач на небольших целых числах, 


например: 
1 12 т 


2 2т 
3 


Далее мы рассматриваем ос- 
новной случай. 
Пусть требуется решить за- 


дачу: 
4 
1 кг помидоров стоит `= руб. 


3 
Сколько стоит `- кг помидоров? 


Решение. 


1-й способ. Чтобы найти 
стоимость товара, надо цену 
умножить на количество товара: 

ие 4.3 3 ( 
ем. 5 (руб: 
10 


5 8 58 


2т 


1 
2 
3 


После решения задачи на 
нахождение части от числа сос- 
тавляем обратную задачу, т. е. 
решаем задачу на нахождение 
числа по его части: 

3 3 
ы кг помидоров стоят тс руб. 

Сколько стоит 1 кг помидоров? 

Решение. 

1-й способ. Чтобы найти 
цену товара, надо стоимость раз- 
делить. на количество товара: 


2-й способ. Сначала най- 


для чего 


1 
дем стоимость з ке, 


надо - уменьшить в 8 раз: 
4 4 
—:8 = — (руб.). 
5 58 РУ ) 


В 3 
Потом найдем стоимость 8 ке, 


что болыше стоимости — кг в 


Получили тот же самый ответ, 
что и первым способом. 

Дети немедленно приходят 
к выводу: часть от числа проще, 
удобнее находить умножением. 

Правило. Чтобы найти 
часть от числа, надо это число 
умножить на данную дробь: 


в а а 
= 


р-5` 


способ. Сначала ай 


дем стоимость — 
8 


ке, для чего 


3 
надо — уменьшить в $ 
ву 3 раза; 


Потом найдем стоимость 8 ке — 
8 


—= 1 ке, что больше стоимости 
1 
— ка в 8 раз: 
8 
3 


10.3 
что и должно быть согласно 
первому решению. 

Вместе с учащимися выводим 
правило: число по части 
быстрее и удобнее находить де- 
лением. 

Правило. Чтобы найти чис- 
ло по его части, надо выполнить 
деление на данную дробь. 


Е 
Если от х равно —, то 
р 


Е 


Х = у 
ь ра р.а 


ь 
Е 
р 


Положительной стороной данного методического подхода яв- 
ляется то, что в нем главным способом решения множества задач на 
нахождение части числа и числа по его части сразу становится само 


действие второй ступени (умножение и 


деление соответственно). 


Целесообразно эту же самую пару задач решить в десятичных 


дробях. 


Совпадение ответов при двух способах решения существен- 
но усиливает обоснованность, убедительность выполняемых преоб- 


разований. 


Заменим сначала обыкновенные дроби десятичными: 


р ся эти леа Зла БЕ А 

Если решаются эти две задачи в обыкновенных д; обях, то, как 
мы видели выше, возможны два снос (подробное и свер- 
нутое); если же эти задачи решаются в ‘тичных дробях, то воз- 
можно лишь решение одним сокрашенным способом, 


Нахождение части | Нахождение 


числа 
числа. | по величине его час- 


1 ке 0,8 руб. С 
0,375 ке ? я | о 


[2 


Решение 0,375 кг —— 0,3 


Чтобы найти стоимость, надо Решение. 
цену умножить на количество Чтобы найти цену, надо стои- 
товара: мость разделить на количество 


0,8 - 0,375 = 0,3 = 3 (руб). м 


8 4 
0,3 :0,375 = 08 = =4 руб. 
10 5 руб 


Значит, и в случае десятичных дробей остаются справедливыми 


части чис. 7 ци я 
правила нахождения — “А б\И Ч^_  соответственно НОЕ 


числа по его части делением 
на эту часть. 


Полезно решать чаще задачи, в условии которых используются 
оба вида дроби. 


Пр.ямая задача. Обратная задача. 
Из цистерны продали 0,4 час- 

пи, или 5,04 т. Какова вмести- 

керосина. Из них продали | мость цистерны? 

0,4 части. Сколько продали 

керосина? 


В цистерну входит 12. т 


Рис. 32 


Необходимо добиться того, чтобы дети воспринимали понятия 
умножение на дробь и нахождение части числа, а также и нахожде- 
ние числа по части и деление на дробь как, синонимы. 
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Для этой цели важно противопоставлять обе задачи, предлагая 
следующие парные вопросы: 

1. Каким действием решается задача на нахождение части числа? 
всего числа по его части? : 

2. Задача решена умножением некоторой дроби на 0,6. Какого 
типа была задача? (На нахождение всего числа по части или части 
от числа.) Составить такую задачу. 


Г, 2 
3. Задача решена делением некоторой дроби на т Какого типа 


была задача? (На нахождение всего числа по его части или части от 
числа.) Составить такую задачу. 


= 2 
4. Задача решена умножением некоторой дроби на г” Какого 


типа была задача? (На нахождение всего числа по его части или час- 
ти от числа.) Придумать такую задачу. 
5. Весьма уместны деформированные примеры: 
Е. 3) 
А а 5 


(Здесь вместо знака вопроса требуется подобрать знак соответ- 
ствующего действия.) 


ве И 
ОЕ 78 


ИТ, И. 


Далее выполняются парные, тренировочные упражнения, при- 


чем направление преобразования систематически изменяется. 
Пусть предложена задача: 


4 12 
За г м ленты уплатили а руб. Сколько стоит 1 м ленты? 


Решение. 


Количество товара известно, стоимость известна, неизвестна 


цена | м ленты. Чтобы найти цену, надо стоимость разделить на ко- 
-личество товара: 


О мыс 
25. Би 25 ыы (руб.). 


Условие решенной задачи записывается так: 


По решению составляется схема обратной задачи: 


4 3 
ее ‚. — (00). 
5 5 (РУб.) 
К схеме составляется условие задачи: 


3 4 
1 м ленты стоит =. руб. Сколько стоят й м? 


136 


Решение. 


Цена | м ленты известна — руб 
р} 


сл | © 


Количество товара известно — 4 и 


Стоимость това В 
Е ра неизвестна | к 
и ну умножить на количество к найти стоимость, надо це- 
а, а Зый — 6 
5 БЕ руб.). 
2 Прове - Е 
ыы рка ответа первой за, 
ач ‹ 
3 а, чаются с затруднениями при ое, Если ученики встре- 
и умножения (деления) на О: х м способе решения посредством 
ча, мя способами с подробной зап надо некоторые задачи решать дву- 
роонои записью условия задачи в две строки 
Прямая задача. Об : 
6 ратная задача. 
0 ии. 
= м 4 19 
о ая Е: | 
так соответ 5 5 5 2 =: руб. | 
Решение. Решение. 

Ч 1-й способ 1-й способ | 
3. 3-4 _ 12 12 зу | 
АА: =: Е = $ 66) | 

чения, пр! Е. | 

няется. 2-й способ 2-й способ | 
34712 12. 4 Зв | 
Е (РУО: 2. О 95 | 

РИ Е 6.5 55 ву А: 50 (РУ 

зак 17. РАБОТА НАД ТРОЙКОЙ ЗАДАЧ: НАХОЖДЕНИЕ ЧАСТИ ЧИСЛА, ЧИСЛА 

Неи ак ПО ВЕЛИЧИНЕ ЕГО ЧАСТИ И ЗАДАЧИ ТИПА «КАКУЮ ЧАСТЬ СОСТАВЛЯЕТ 

дить ОДНО ЧИСЛО ОТ ДРУГОГО?» (ОТНОШЕНИЕ ЧИСЕЛ) 

В связи с решением двух взаимно обратных задач иногда необ- | 
ходимо составлять третью разновидность задачи; решение такой 
тройки задач обеспечивает прочную циклическую связь мыслеи. 
[. Пусть была решена задача: © | 
| Рабочий заработал 92 руб., 0,4 этой суммы он положил на сбер- | 
книжку. Сколько денег он положил на сберкнижку? | 
Записываем условие задачи в виде следующей схемы: 
92 руб.; 0,4; | 
ПП. Составляем схему первой обратной задачи: | 
0,4; 36,8 руб. 
Рабочий положил 0,4 своих денег на сберкнижку, 1. е. 36,8 руб. 
ервоначально? 


Сколько денег было Ч него п 
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Решение. 
36,8 : 0,4 = 92 (руб.). 
ПТ. Составляем схему третьей задачи: 
92 руб., Г 36,8 руб. 


Рабочий заработал всего 92 руб. Из них он положил на сберкниж. 
ку 36,8 руб. Какую часть своих денег он положил на сберкнижкур 

Решение. 

Чтобы найти, какую часть составляет меньшее число от больше- 
го, необходимо меньшее число разделить на большее: 

36,8 : 92 = 0,4 (части). 

Ответ. Рабочий положил на сберкнижку 0,4 своих денег. 

Последняя задача на нахождение отношения меньшего числа 
к большему, но мы решаем эту задачу, не используя термина ‹от- 
ношение», а поставив вопрос: какую часть составляет одно число 
от другого? 

Впоследствии употребляются оба названия задач одновре- 
менно, т. е. используется оборот: отношение меньшего числа к боль- 
шему. 

В качестве исходной задачи может быть предложена и задача 
такого вида: 

Отцу 40 лет, а сыну 15 лет. Какую часть возраста отца состав- 
ляет возраст сына? 

Решение. 


Чтобы определить, какую часть составляет одно число от дру- 
15 3 
гого, выполним деление: 15:40 = — =. 
40 8 
3 
Возраст сына составляет 3 °Т возраста отца. 


Напишем схему решенной прямой задачи: 


40-1. 16: 3 
8: 
П. Сделаем искомым число 15: 


А ЕО 
о 


Отцу 40 лет, возраст сына составляет 


3 
8 части от возраста 


отца. Сколько лет сыну? 
Решение. 


8 3 
4 Е 
я от 40-40 з о: ААВ 


11. Наконец, пусть неизвестным будет число 40; 
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Сыну 15 лет. В р 
. озраст сына с завля, ы 
рас сына составляет : от возраста отца. 
Сколько лет отцу? 
Решение. 
о. 


в 


Работа над такими тройками задач должна стать в дальнейшем 


основным приемом работ ы над Н Ы 
* данными емя вза 3 
—. ре! взаимосвязанными 


Полезно проанализировать первые две задачи с точки зрения 
соотношения между исходным числом и результатом, например: 


ы от 40 -- 40. Зы 15: 
8 8 ’ 
15 < 40. 


3 Е 
Я от х- 15; 


х= 150 —40) 
8 3 


40 >> 15. 


Выясняется, что при нахождении части от числа (правильная 
дробь) результат будет меньше исходного числа (15 < 40); 
при определении числа по его части (правильная дробь) результат 
оказывается больше исходного числа (40 >> 15). 

В другой форме это выражается так: когда умножают число на 
правильную дробь, число уменьшается; когда делят на правильную 
дробь, число увеличивается. 

Для того чтобы ученики уяснили эти факты, следует предлагать 
упражнения следующих видов: 

1. Некоторое число умножили на дробь. Произведение оказалось 
меньше множимого. На какую дробь умножали (правильную 
или неправильную)? Привести пример. 


2 
2. Некоторое число разделили на =. Что будет больше: делимое 


или частное? Привести пример. Находим ли в этом случае часть 


числа или число по его части? 
3. Число А разделили на дробь 0,4, получили в частном Б. Что 


больше: А или Б? Привести пример. 
4. Если А разделить на неправильную дробь, то что будет боль- 


ше: А или частное Б? Привести пример. 


18. РАСПРОСТРАНЕНИЕ свойств ДЕЙСТВИЙ НА ДРОБНЫЕ ЧИСЛА 


В существующей практике обучения изучение действий с дро- 
бями рассматривается последовательно одно за другим: сложение, 


вычитание, умножение, деление. 
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Между тем, используя методы противопоставления, эти во 
удается изучить более рациональным путем. 
Пусть решен пример на вычитание: 


3,6 — 2,2 = 1,4. 


Превратим его в уравнение, скажем, с неизвестным уменьшае. 
мым: 


Просы 


х— 2,2 = 1/4. 


Уменьшаемое находится действием, обратным вычитанию: 
Х == 1,452.20 =3;6: 
То же самое делается в упражнениях на действия второй сту- 
пени: 


р 
7 7 


Полезно иногда сопоставить решение двух примеров на нахож- 
дение неизвестного слагаемого и сомножителя, уменьшаемого и де- 
лимого, вычитаемого и делителя, записывая эти примеры рядом в 


двух столбцах. 
Приведем пример к последнему случаю: 
5 1 3 3 
З=—х=1-. 2х =1 
8 2 8 6 


Решение. Решение. 


5 1 З 3 
== —-... Е 
х ь ь 5 2. 16: 


Приходим к суждению: вычитаемое находится вычитанием, а 
делитель — делением. 

Для сложения и умножения дробных чисел рассматриваются 
одновременно переместительный и сочетательный законы. 

Соответствующие упражнения необходимо подобрать так, чтобы 
использование законов заметно ускоряло и облегчало вычисления 
(особенно устные), т. е. чтобы была видна польза от применения этих 
законов. 


+ Вопросы сопоставления в разделе целых чисел рассмотрены нами в книге 
«Методика упражнений по арифметике и алгебре». М., «Просвещение», 1965. 
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` 
м. 


мч 


еров на нахок: 
нышаемого и де 


римеры ряду? 


Упражнения 


сложения: 

2 т 
35— О А 

ит ме = Е 


15 13 
+4 — +120, =40+ 


13 о 48 

=: 13. 

Е ы 160 =. 

0,81 -- 3,67 -+ 5,19 = 

ОЭ 5,19) Е 3,607 = 
—6 -+ 3,67 = 9,67. 


на переместительные законы 


умножения: 


Уп ражнения на сочетательные законы 


сложения: 


А 
8 17 8 


3 5 я 
13— — 2 = 
+ 8 — 8 я 637 
(применили  переместитель- 


ный закон сложения) 


— 80. (13: тб 


(применили сочетательный 
закон сложения) 


2 2 
= = = В 
3020-63; = 31, 


ое аЯ 1 
Е т, 
8 5 5 (5 > г 
р. 
5 5 
0,4 . 35,8. 95 = 
= (0,4. 2,5) - 35,8 =1. 35,8 = 
— 35,8. 
у множения: 
1 
о. Зв 
6 5 4 
ОБ Е 
бт 
(применили переместитель- 


ный закон умножения) 


(применили сочетательный закон 
умножения) 


1 1 
Бе. 8 = 5 
в. 1.3 75, 


Среди упражнений должны содержаться как прямые, так и де- 


формированные: : 
5 1 Е 
2—- 49. +3 = 
452 +52+45 = 635; 


3,53 + + 4,47 = 18,29. 
Очень важное значение пр 


шанных чисел на целое число имее 
акона умножения ид 


атривать одновременно: ; 
.2=26 .2+ 527: 2- (52-7):2=52:2+ 


пределительного 3 
ствия можно рассм 


3 3 
263.2 — (26-1) 


о Бо 
а 7 


а а 
5 3 м г 
2 Че 

Ее 3. 16; 

1 5 

а их 2 100 
25 вых >| ы 
0,125. >: 80 = 136. 


и изучении умножения и деления сме- 


т правильное использование рас- 
еления, поэтому. оба дей- 


6 З Е 
6.02648 =26-. 
+5:2=26 +, - 
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Уместно предложить несколько пар примеров на применение 
распределительного свойства к вычитанию: 


99! 


20 


79. 


1 1 
а 1040. 
4—4 =25—5= 245 


17 7. 
а О = О. 
99:2 (10 = 


При повторении изменения результатов действий в зависимости 
от изменения компонентов достаточно ограничиться простейшими 
случаями, причем в примеры нужно иногда включать и целые числа, 
рассматривая их как частный случай дробных чисел. В этих упраж- 
нениях удобны записи в три строчки, известные нам по предыдуще- 


му изложению. 


Изменение 


суммы: 
5 5 
: 10. = 4. 


Одно слагаемое увеличиваем 
1 


на —. 
8 

К этой записи учитель сос- 
тавляет совместно с учениками 
задачу: 

Как изменится сумма двух 
чисел, если одно слагаемое оста- 
вили постоянным, а другое 


1 
увеличили на не 


Ученик должен дать пред- 
варительный ответ: 


1 
«..сумма увеличится на 8” 


Потом убеждается в 
средством подробных 
ний (в уме): 


БИ 6. 
Е 


этом по- 
вычисле- 


6 — 6 
4 ю-м, 
НЕ 

Я м Му =. 
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произведения: 


Один сомножитель увеличи- 
ваем в 10 раз. 

К этой записи учитель со- 
ставляет совместно с учащими- 
ся задачу: 

Как изменится произведение 
Овух чисел, если один сомножи- 
тель увеличили в 10 раз, а другой 
оставили постоянным? 

Ответ ученика: 
«...произведение также увели- 
чится в 10 раз». 

Ответ подтверждается подроб- 
ными вычислениями в уме: 


Произведение увеличилось 
в 10 раз. 


И в том и в другом случа 
щий вид: з 


В отдельных случаях полезно сопоставлять 


В. У 
менного изменения обоих компоне ЛИЯНИе  ОДНОБЬВ 


нтов на результат действия: 


Изменение 


разности: частного: 


ЕЕ 
15°45 — 

(:5) (:5) 

а 
Если делимое и делитель 
уменышить в одно ито же число 
Если уменынаемое и вычи- раз, то частное не ИЗМЕНИТСЯ, 
таемое уменьшить на одно и 


то же число, то разность не 
изменяется. 


Когда не изменяется 
сумма: произведение: 
8,35 + 1,65 = 10,00 03:92 =6.0 


(— 0,21)(+0,21) 1919 66 
$ + ? = 10,00 гы 


Когда не изменяется 


стное: 
разность: за 


6,87 — 2,37 = 4,50 2,8:4 =0,7 


(-100)-100)_ 
ыы сое 
я — 


? 4,50 


19. ЗАДАЧИ НА ПРОЦЕНТЫ 


В существующей программе задачи на проценты выделены в от. 
дельную тему и изучаются после десятичных дробей путем сведе- 
ния их к нахождению части числа и числа по величине его части, 

Пусть дана задача: 

Семья заработала за месяц 300 руб. Из них 6% израсходовали на 
оплату квартиры. Сколько денег израсходовали на оплату квартиры? 

Общепринятый сейчас способ решения этой задачи сводится к 
тому, что необходимо, во-первых, 6% переосмыслить как шесть со- 


6 
тых (6 ти во-вторых, изобразить эту дробь в виде деся- 


тичной дроби: 6%- 0,06, в-третьих, задачу на нахождение дроби 

от числа: найти 6% от числа — это значит найти 0,06 от этого числа, 

Но вот посмотрим, что дальше получается: 

6% от 300; 6% —0,06; 0,06 от 300; 300: 0,06 = 18 (руб.). 
Решение этой же задачи без обращения процентов в десятичную 


.б 
Е 18: (96). 


Решение обратной задачи в действующих учебниках выглядит 
так: 


дробь выглядит так: 6% от 300 — 


6°/ от х- 18 руб. 
0,06 от х- 18 руб. 
х = 18: 0,06 == 1800 : 6 = 300 (руб.). 


Без обращения процентов в десятичную дробь решение обрат- 
ной задачи осуществляется опять же короче: 6% отх -+ 18 (руб.); 


= ее = 300 (руб.). 


Рассмотрим подробнее последнюю задачу. По первому способу 
решения вначале заменяем 6% дробью 0,06, выполнив по существу 
деление (6: 100 -+ 0,06); далее приходится выполнять снова об- 
ратное преобразование, а именно делитель 0,06 заменяем числом 6, 
умножив делимое и делитель на 100 (18 : 0,06 = 1800 : 6 = ит. д.). 

Существующая схема решения задач на проценты посредством 
замены последних десятичной дробью нередко приводит к лишним 
преобразованиям, т. е. к усложнению решения. 

Поэтому целесообразно обходиться вторым способом решения 
этих задач, наиболее распространенным в технических и экономи- 
ческих расчетах (без замены процентов дробью). 

Обычно задачи на проценты рассматривают одну за другой на 
разных уроках; между тем их целесообразно рассматривать одно- 
временно, одну в сравнении с другой. 
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ение обрат 
; 18 (6); 


Нахождение про- | 


цента от числа. о о. 
| троцев М. 
100% 300 | 100% | 
0 ЕН | с а Зе. э- 
6% ь Е | 6% —  18руб. 
- Е ние. | Решение. 
3 -6 
6 ‚6 18. 
тт т 18 (руб.) Е 100 = 300 (руб.). 


Если первая пара задач рассматривалась в прямом порядке 
(от задачи на нахождение процентов к задаче на нахождение числа 
по его процентам), то вторую пару задач надо решить в противо- 
положном порядке: сначала решить задачу второго вида, а потом ее 
решение проверить решением обратной задачи. 


100% ———— 35 человек, В классе была 21 девочка, что 
(О РИВА составляет 60% всех учащих- 
ИЯ ся. Сколько было учащихся в 
классе? 

г: 60 01 (человек). 100% г, 

100 60% — 21 человек. 
Решение: 
21.100 — 35 (человек). 
60 


Потом записывается схема, а по ней составляется обратная зада- 
ча и решается. 

Задачи на проценты (решаемые, кстати сказать, всего лишь дву- 
мя отдельными действиями) оказалось в нашем эксперименте впол- 
не возможным изучать уже в ПТ классе. Если бы этот шаг был 
осуществлен, то снова заметно было бы облегчено изучение арифме- 
тики в ГУ—У классах. 

Рассматривая краткую запись условия о 
ты, мы видим, что они относятся к виду задач на «прямое пр 


ние» к единице: 


беих задач на процен- 
иведе- 


100% — 300 руб 
В 6: 
Решение. 1) 300: 100 =3 (руб.); 2) 3.6 = 18 (руб.) 
100% Г- руб. 
60% — 18 руб. 


Решение, -1). 18: 6= 3. (56); 2) 3. 100 = 300 (руб.). 


Решения обеих задач осу 


иствие). 
лением (первое действие) и умножением (второе действи ) 


ществляются двумя действиями: де- 
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Задача же на нахождение процентно! о отношения чисел относит. 
ся уже к задачам на «обратное приведение к единице», так как ый 
шается двумя действиями деления. 

Задача. Семья получила за месяц 300 руб. Изних за кварти 
уплатила 18 руб. Сколько процентов денег она израсходовала на опа. 
ту квартиры? 

100% —— 300 руб. 
1% 18 руб. 


Решение. 1) 300 : 100 = 3 (руб.); 
9) 18:3 =6 (%). 


Проведенный выше анализ показывает, что задачи на проценты 
отнюдь не должны связываться с десятичными дробями. 

Проценты могут изучаться до знакомства с последними даже в 
начальной школе и в разделе натуральных чисел вначале четвер- 
того года обучения. 

Решение любой задачи на проценты связано с использованием 
постоянного числа долей (100%) и потому достигается даже более 
прозрачными умозаключениями, чем решение задач на нахождение 
части числа и числа по его части. 

Задачи на проценты по своей структуре значительно ближе к за- 
дачам на прямое и обратное приведение к единице, изучаемым во 
П классе, чем к задачам на нахождение части числа и числа по его 
части. 

При решении задач на нахождение процентного отношения 
необходимо пользоваться либо подробным способом решения (как 


показано выше — в два действия), либо свернутым правилом: 


1) Находим, чему равен 1% числа: и 


2) Определяем, сколько процентов составляют 18 руб. 


о 
100 300 


По последней записи формулируем правило нахождения про- 
центного отношения. 

Это правило можно на первых порах сформулировать, не ис- 
пользуя понятия процентного отношения, скажем, так: 

Чтобы определить, сколько процентов составляет одно число 
от другого, надо первое число разделить на второе, а потом умно- 
жить на 100. 

В такой формулировке правило можно использовать после вве- 
дения понятия о получении дроби путем деления одного числа на 
другое, т. е. с самого начала курса обыкновенных дробей: изуче- 
нием тройки задач на проценты надо заниматься в \ классе. 

После изучения темы «Отношение» то же правило формулирует- 
ся короче, в общепринятой форме; 
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ы найти п] 0! о: : я 
Чтоб Е, р . : ‚, надо найти 
отношение этих чисел, а потом | Я НОНО 
ношения вполне уместно ссе в связи с делением дроби 
на дробь. 

Наряду с решением зад чными сюжетами иногда не- 
обходимо практиковать решение всех трех задач по одному сю- 
жету и набору чисел, причем первой, исходной может быть любая 
из этой тройки задач. 


В связи с изучением задач на проценты можно ознакомить уча- 
щихся с пользованием таблицей процентов числа. 


Показано начало такой таблицы (7% от всех двузначных чисел). 


Таблица нахождения 7% от двузначных чисел @6 
(а — первая цифра числа, 6 — вторая цифра числа) 


0,280 | 0,350 | 0,420 | 0,490 


0,980 | 1,050 | 1,120 [1,190 


1,680 | 1,750 | 1,820 | 1,890 


ИСЛЕНИЙ В СВЯЗИ 
ИИ ПРИБЛИЖЕННЫХ ВЫЧ 
ва: — С ИЗУЧЕНИЕМ ДЕЙСТВИЙ НАД ДРОБЯМИ 


быкновенных И десятичных дробей соз- 


е изучение о ‘ия приближенных 
о опрааиние условия для раннего а 


й жно ограничи- 
Е ‘письменных вычислениях, вероятно, мо р 


оСсТЬьюЮ р ами). 
ваться точност счетно инейки тремя д ИЧНЫМИ 3 
ной Л ( есятич нак 
связи становится понятной целесообразность уделять 
В данной 


17 


большее внимание в течение всего времени изучения дробей 


РЕ? округ. 
лению чисел до 1—2 знаков: 


3 


З и 0,375 м == 0,38 м. = 0,75 = 0,8. 
8 


Значит, ти == 0,38 м. 


Округлением результатов надо завершать решение большинства 
примеров, например: 3 а 4,4 = 3,75 - 4,4 = 8,15 д 8,2. 


Значит, 3% - 4,4 ^ 8,21. 


В связи с изучением приближенных вычислений представляется 
весьма целесообразным возможно раньше начать работу со счет- 
ной линейкой и с таблицей приближенных произведений и частных. 

В таблице даны приближенные (т. е. округленные до 0,001) 
частные от деления числа 10 на все двузначные числа вида аб (а — 
первая цифра числа, 6 — вторая цифра). 

В учебнике возможно поместить остальные таблицы частных 
20, 30, ..., 90 на все двузначные числа. 


Таблица трехзначных приближенных частных, полученных 


= 1 ыы 
при делении числа 10 на двузначное число аб: т. Е = 10: 45 
а 


Вторая цифра 6 


10,0 |5,00 |3,33 |2,50 |2,00 |1,67 
1 0,909 | 0,833 | 0,769 | 0,714 | 0,667 | 0,625 
0,500 | 0,476 | 0,455 | 0,435 | 0,417 | 0,400 | 0,385 
9,333 | 0,323 | 0,313 | 0,303 | 0,29 |0,286 | 0,278 
0,250 | 0,244 | 0,238 | 0,233 | 0,297 | 0,299 | 0,217 
0,200 | 0, 196 | 0, 192 | 0,188 | 0,185 | 0, 181 | 0,179 
0,167 | 0,164 | 0,161 | 0,159 | 0,156 | 0,154 | 0,152 
0,143 | 0,141 | 0,1391 0,137 | 0,135 | 0,133 | 0,131 
0,125 | 0,123 |0,120|0,119|0,118|0,118|0,116 
0,111 |0,11010, 1091 0,108 | 0,106 | 0,105 | 0,104 


Первая цифра а 


хоюЯомльюю-о 


Пусть решен пример в обыкновенных дробях: 


Аа: 
от 42 42` 


' Решение одного и того же примера в десятичных и обыкновенных дро- 
бях означает новый источник обратных связей в мышлении. Поэтому эти упраж- 
нения имеют важное значение для сознательного усвоения знаний. 
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Проведем контроль решения 


находим по таблице приближенное частное 1 


пример 


| ра в десятичных дробях: 


= 0,238. 

42 
10 . ыы 
45 В 10 раз. 


1 
Дробь 8 будет меньше 


1 уг. 
Значит, — ^ 0,0238. 
42 


5: 5 
т ее ал ое 
Чтобы найти 45’ Надо умножить этот ответ на 5: 
‚0,0238 
ЕН 


0,1190 


1 
Точно так же имеем: Я 1,43; ый 143; РР: -4 = 0,572 
7 Е 

Разумеется, не все операции по превращению дробей нужно 
приводить по таблицам: напротив, некоторые дроби заменяются 


десятичными прямым вычислением: ^ =? 


_ 290 | 42 
252 0,692 


Итак, 2 = 0,692. 
42 


Найдем приближенное значение суммы: 


5+4 —0,119 + 0,572 == 0,691 == 0,69. 
42 7 


Однако = 0,692 = 0,69. 


Надо пояснить учащимся, что результаты инь де 
числений в своей последней цифре могут различать 


НИЦЫ. - 
т же округлить их до следующего разряда, например до со 


ы совпадают. в 
тых, то приближенные ответ овмаа вычислений возникает воз- 


В связи с изучением прибли т а 
можность НЕ ознакомления со счетной п Е р 
можно находить приближенные частные, произвед: 

й проверки 
ЕТ этого вопроса требует экспериментальной провер 


ЧАСТЬ П1 
МЕТОДИКА УПРАЖНЕНИЙ ПО АЛГЕБРЕ 


Принятая ныне система обучения алгебре основана преиму- 
щественно на аналитических упражнениях, под которыми мы разу- 
меем все виды упражнений по решению готовых задач, уравнений, 
неравенств и преобразованию различных выражений. 

Как было сказано в первой части книги, важным средством 
повышения качества знаний, активизации мыслительных процес- 
сов является сочетание аналитических упражнений традиционного 
курса алгебры с синтетическими (куда входит конструирование 
учащимися выражений, задач, аналогичных решенным). 

В тесной связи с применением синтетических упражнений мы 
рассматриваем вопросы обучения школьников приемам проверки, 
контроля решения. 

Ограничиваясь в основном материалом курса алгебры восьми- 
летней школы, в отдельных случаях мы кратко указываем на воз- 
можность применения описанных приемов в старших классах. 

Чтобы облегчить читателю понимание единства методического 
подхода к сходным по структуре темам, материал этой части книги 
распределен по следующим главам: 

1. Тождественные преобразования алгебраических выражений. 

2. Линейные функции, уравнения, неравенства. 

3. Квадратные функции, уравнения, неравенства. 

4. Задачи в курсе алгебры. 


ГЛАВА 1. 


ТОЖДЕСТВЕННЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 
АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ВЫРАЖЕНИЙ 


1. ОДНОВРЕМЕННОЕ ИЗУЧЕНИЕ СЛОЖЕНИЯ И ВЫЧИТАНИЯ 
ОДНОЧЛЕНОВ И МНОГОЧЛЕНОВ 


Сначала приведем краткое описание урока, посвященного 
одновременному изучению указанных вопросов. 
Эти два вопроса изучаются обычно на разных уроках. 
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ат 
мы о 


| 4) 
Ра 


едет 
Х Проц 
ТЩИОННоТ 
ировани 


Нений мы 
проверки, 


Г ВОСЬМИ 
М На 80$ 


При этом в сбор 
раздо больше упр. тий на 1 ыы а 
ное ему. т ^^ го оразование, чем на обрат- 
При этом упражнения 
кратко (раскрыть скобки в 
кой формы задания упр: 
Недостаточная отработка навы 
дит к большому количеству ошибок 
ложения на множители способом 
скобки. 
Указанных недостатков можно из 
чении этих преобразований. 
После того как учитель объяснил правило раскрытия скобок 
когда перед скобками стоит знак «плюс»: В — 


За + (6 —с-+ 2) = За в —с-2, 


о. ок сформулированы 
а (6 —с--2)), а крат- 
заключение в скобки .нет. 


В в раскрытии скобок приво- 
учащихся при изучении раз- 
группировки и вынесением за 


бежать при одновременном изу- 


ученикам предлагается решить обращенный пример с теми же чис- 
лами: За + (......... ) = За —с-+ 2. 

Решение этого примера служит переходом к обратному преоб- 
разованию — заключению в скобки. 

Далее учитель разъясняет структуру нового примера, указывая, 
что в последнем примере скобки были даны в левой части равен- 
ства, а в алгебре приходится иногда некоторые члены выражения спе- 
циально заключать в скобки. 

Решить следующий пример: 


9х + Зу— 2-1 = 2% (........--. )* 


следние три члена. 


Здесь нужно заключить в скобки по 
братных примеров, прихо- 


Анализируя решение двух взаимно о 
дят к «двойному» правилу: 


Для того чтобы раскрыть поб! те 
скобки, перед которыми стоит выражение в скобки, ое. р 
знак «плюс», достаточно выг торыми стоит знак «плюс», 
писать из скобок все члены выг достаточно записать внутри 
ражения с их знаками. скобок все члены выражения с 

их знаками. 


Для того чтобы заключить 


Далее также параллельно рассматриваются ие ев == 
раскрытие скобок и заключение В скобки в тех случаях, ко д р 


скобками находится знак «минус»: 


за — (26 —с-+ 2) = 
3 
За — ( Е 
у 
х—у+2= 


Ученики самостоятельно формулируют второе «двойнов» 
ло, которое отличается от приведенного выше лишь тем, 
слова «плюс» используется слово «минус», а оборот с «и 
заменяется оборотом «с противоположными знаками». 

Некоторые примеры на заключение в скобки решаютс 
веркой раскрытием скобок. Е 

Урок завершается решением примеров на обе операции: 


а © — 46 3) = 

а-- З6- 2—а=а- 36 +(...... 
а- зо 2 —а=а- 36—(...... 
5х—(у—2)= 

5х — 2-4 = 5 —(........) 

бх— 2-4 = 5-е... ит. п. 


Прави. 
что Вместо 


ы знаками, 


яс про- 


При проверке знаний надо требовать, чтобы ученик на каждое 
правило приводил свои примеры; при этом важно добиться того, 
чтобы отвечающий рассказывал оба правила. 

При рассматриваемой системе обучения раскрытие скобок и 
заключение в скобки предшествует сложению и вычитанию одно- 
членов и многочленов. 

Оказалось удобным сложение и вычитание многочленов СВОДИТЬ 
к раскрытию скобок. 

Соответствующее правило выглядит так: 


прибавить 
Чтобы —ПРибавить_ одночлен или многочлен, надо приписать его 
вычесть 


в скобках к исходному выражению со знаком -“" с» (Е). 
«минус» (—) 

перед этими скобками и потом раскрыть скобки. ‘и привести по- 
добные члены. 

Приведем примеры. 

К многочлену 2а — $ прибавить многочлен а — 36. 

Решение. 20-0 -- (@—36) = За — Вт а— 36 = 
= За — 46. 

От многочлена 2х — Зу -- 4 отнять многочлен 4х — бу + 3. 

Решение. 

2х —Зу +4 — (4х — бу+ 3) = 2х — ЗУ 4 — 4х - 6бу— 
—3= — 2+ 3у + 1. 

Можно тут указать на аналогию между вычитанием рациональ- 
ного числа и вычитанием многочлена, 


Чтобы вычесть рациональное Чтобы вычесть многочлен, д0- 
число, достаточно прибавить статочно прибавить противо- 
противоположное ему число: положный ему многочлен: 


А — (+3) = А +9 = 4—3; | А— (б@а— 6+3 = 
А — (—)=А+ (+4 =А+4. А (—2а-+ 6—3) = 
А — 2а-+-ь—3. 
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При изучении действий 
ы ВИИ Е асполояа 
тересно для учащихся а а. многочленами ин- 
тать деформированные примеры, нё : 
Е. | римеры, например: 
> УЕ 
ее р ВЕР 
19а — 86 + е— РР: 
У— 5х3 


Как ЕН дальнеишее развертывание тождественных пре- 

образовании включает в себя следующие вопросы: у = р 
росы: умножение 

и деление одночленов и многочленов, разложение на множ 
действия над алгебраическими дробями. в 
ыы обучения эти вопросы изучались в раз- 

х: - деление одночленов и многочленов — в 
У классе, разложение на множители и действия над алгебраически- 
ми дробями — в УП классе. 

Одно время, как это ни странно, программа предусматривала 
умножение одночленов учить в УТ классе, а деление одночленов в 
УИ классе. 

Анализ проблемы, изложенной в первой части данной работы, 
и многолетняя проверка показали преимущества изучения данного 
раздела по следующим подтемам (циклам): 

1. Одночлены. 

2. Одночлены и многочлены. 

3. Многочлены. 

4. Сокращенные действия по формулам. 

При этом внутри каждого цикла рассматриваются все возмож- 
ные операции: как действия над целыми выражениями, так и над 
дробными. 

Циклы эти по виду связей между выражениями совершенно ана- 
логичны друг другу; каждый цикл обладает внутренней полнотой 
преобразований. р 

Достигаемая при этом варианте прочность знаний учащихся 
имеет причиной, мы бы. сказали, функционирование внутренних 
обратных связей в процессах мышления (обратные же связи между 
суждениями возникают лишь тогда, когда касаются контрастных, 
обратимых друг в друга преобразований и их результатов). 

Дальше мы кратко излагаем методику изучения ПиН 
тем, причем для удобства читателей язык изложения ма 


но приближен к языку школьных учебников. 


2. ИЗУЧЕНИЕ ПОДТЕМЫ «ОДНОЧЛЕНЫ» 


й связи соединения взаимно 
жения на множители по но- 


Нельзя не приветствовать В и 
_ обратных операций умножения и разл 
вым программам в одну тему. 
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В новых программах говорится: «Алге ‚а рациональных ОДНО. 
членов обладает известной законченностью...»(«Математика ВШКоЛе» 
1968, № 2, стр. 10). < : 

Остается лишь отметить, что этот тезис обладает значительно 
большей общностью, а именно: 

1) В алгебру одночленов надобно включить и действия над дро- 
бями, знаменателем и числителем которых являются одночлены, 

2) Такой логической законченностью обладают и указанные ВЫ- 
ше подтемы. Соединение программой в одну тему противополож- 
ных операций — это всего лишь полдела: дабы воспользоваться 
в полной мере дидактическими преимуществами метода противо- 
поставления, совершенно необходимо изучать и эти, и подобные им 
вопросы на одном уроке. 

Так называемое отсроченное противопоставление (контраст- 
ные вопросы, входящие в одну тему, изучаются на разных уроках, 
пусть и непосредственно следующих друг за другом) мало чем от. 
личается от традиционной системы раздельного изучения таких 
взаимосвязанных вопросов. 

Приведем описание одного урока. 

Для одновременного изучения указанных действий учитель де- 
лит доску на две половины. (Ученики также проводят черту по- 
средине страницы своей тетради.) 

Пример. 

23.22=2.2.2.2.2 = 055; 
282—083. 

Проверка: л. ч.: 23. 22 =8.4 = 32; 

п. Ч. : 98 = 32: 

л. ч. равна п. ч. 
Решается первый пример с буквенным основанием: 

67. з = 7+3 — 610. 

На основе правила нахождения неизвестного сомножителя 


учитель предлагает решить пример 619; рт, причем ответ записы- 
вается сразу, но с пропуском места посредине строки: 


о. 


Учитель. Вы сказали сразу ответ на основании зависимости 


между компонентами. А как можно было вычислить 
частного? (От 10 отнять 7.) 


Строка заполняется, и запись приобретает форму: 
10; 67 р0-7 — р 

Тут же этот пример записывается в форме сокращения дроби: 
610 7. 53 


ый ы 


показатель 


В дальнейшем важно пру 
дроби, а противоположным 
жение и деление, а умно 
множители. ^ 
Следующий ‚пример предлагается сначала на деление 
вается в правой половине страницы: ала на деление и записы- 
| 


деления в виде 
` считать не умно- 
тожение на 


Учитель предлагает проверить деление умножением и записать 
обратное действие слева на той же строке: 


Далее решается несколько пар примеров того же вида, причем 
первый пример дается то на умножение, то на деление, дабы затем 


преобразовать его в обратный. 
Формулируется пара правил, причем сначала они записываются 


рядом в символической форме: 
ай: ар = а*Р. | =. 
Также с использованием противопоставления изучаются умно- 
жение и деление одночлена на одночлен: 
МахьР к 
= Ма*-У.. 


Ка" 6 Ра" = К - Ра"+"б*. - 
а 


Большинство примеров предлагается на разные действия, не 
‘парные. Лишь решения некоторых примеров сопровождаются про- 
веркой обратным действием, причем большей частью она осущест- 


вляется устно, но с подробными объяснениями. 


Пример. в 
— 4хув 
(— 10051) : (— 4ху') = 25%. 
Проверка. (— 4ху) 25% =—4: 25х3у" =— 1001у° 
ем обычных 


И последующих наряду с решени 


ормированные примеры вида: 
х ? 
А м; — = а 


На этом же уроке 
примеров даются деф 


$. 
@а?’ = а’; 2.2 =х; 


?. (— 3%) = 18х3у; 


Предлагаются также примеры на разложение одночлена на мно- 


жители такого вида": 

1 Как эк от адиции разложени 

ные та 7 операция неопределенная) не рассматривается 
\ 


(по той, вероятно, пр скобки ит. п. Ошибки учащих- 
етв вынесении за 
т о Ме объясняются именно данным обстоятельством 


ся при изучении последней 
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е одночлена на множители 


123 р 
123 р? = 


Полезны для решения на последующих уроках также Упражне. 
ния в разложении на множители: 

а. Представить число 12 А3р? в виде удвоенного произведения 
одного числа на другое. 

Или: дано равенство 123? = 2ху. Найти различные значения 
хиу, удовлетворяющие равенству. 

6. Представить число 36446‘ в виде утроенного произведения 
квадрата одного числа на другое. 

Или: дано равенство 364“6° = Зх?у. Найти различные значения 
ИУ: 

На дом дается задание на придумывание двух примеров (по од- 
ному на каждое действие, с последующей проверкой решения их 
обратным действием). 

К концу следующего урока, посвященного закреплению мате. 
риала, мы давали самостоятельную работу в двух вариантах. 

Приведем текст одного из них. 


1. Придумать и решить один пример на деление. Решение про- 
верить. 


2. (— 2%) . (2х3) = 
3. ба. [1 = 1905. 
БАЗ р?х 
15А2х 
а 
? 
6. 80% =2. И 


7. 80 =8- Г.С. 


Последние два примера должны иметь разные решения, 

Мы выше изложили методику одновременного рассмотрения 
двух действий умножения и деления одночленов. 

Удобно и выгодно включить в изучение действий второй ступе- 
ни над одночленами также и действия над алгебраическими дро- 
бями. 

Опыт учителей, проводивших эксперимент, показал, что та- 
кая мера приносит даже при самых неблагоприятных условиях 
(отсутствии соответствующих учебников) до 20% экономии сум- 
марного учебного времени, отведенного на три темы: «Действия над 
многочленами и одночленами», «Разложение на множители», «Ал- 
гебраические дроби». 


Вернемся к вопросу о методике изучения операций над дробями 
в теме «Одночлены», 
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При условии раннег 

раннего использова! 

х тия дробной * 
еления) делен : робной черты (к р, 
ка д я )д ие одночленов легко понимается В ОЕ 
чай сокращения аа 1х дробей: вы 
За? ‚ За? 


Е еАВ. 
66 32.206 20° 


Далее решаются следующие примеры: 


За 3 2а6. За 5? 
452 5 ы 46? . 683 И Там 


ен дробей [6 соответствующими несложными 
в конце данной подтемы посл 
е умн 
деления дробей. рае. 
Методика их изучения строится по аналогии с методикой изу- | 
чения тех же действий с обыкновенными дробями: || 


) 45 311 20-33 _ 53. 
”) | 104 — 144 432 432 


к: 


2 
а НЕЕ 
р 


12925 ' 2048 — 600263 

| В качестве возможного образца к следующим подтемам приве- 
| дем здесь подробный набор соответствующих упражнений при такой 
| системе «распределенного» изучения действий над дробями. 

| 1. Решен следующий пример на сложение алгебраических 


дробей: 


227. 51 _ #16. 0К(8л; 44) =80. 
й 4х 8х2 8х2 


Проверить тождество 


= — при м =— 2, х. == 4, № = 
4х 8% 8х2 
2. Решен следующий пример на вычитание дробей: 
ея 5х 2162 — 254. 
в о И. 
ОК (10485, баб) = 3045. 
Проверить тождество 
7 5 2152 — 2541 
ее Е а ь 
104385 645% 304353 
при = р ре = 2; 
т во ов случае тождество не имеет смысла? | 
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3с 
26? 
4а 
7) — 
52 


За 


8) 


82 6х 
исать пропущенные числа в следующих примерах на сло- 
жение и вычитание дробей и решить примеры: 

? 3.7—?.? 
15 30 

г 


— = РЕ 25^* . ? = 2. 
= ЗО ОК‹(?, 6) = 30Кр*; 


СЕР, ОКО, = 146. 


— аб 


; ОКС, 15) =30; 


5. Решить уравнения относительно буквы у и проверить полу- 
ченный корень: 


решить уравнение: 


Какой корень должен получиться? 
Правильно ли вы решили уравнение? 
7. Решить примеры: 


Сделаем одно зам ча: 
Мы здесь изл: 
рациональные в 
выступают частнь 

Осуществляя 
ти быстрейшего пе] 


тадобно помнить о нес 


МН 


1 выражениям 


ет место в традиционной системе а 


обуче НИЯ 
оясним- сказанное: сокращ с 
ах п сказанное: сокращение дроби 
а 2а5. У 2аь Ь 
базх 2а . Зах =: х 
включает в себя и операции над одночленами; поэтому, обучая 
сокращению дробей, мы одновременно закрепляем действия ‘над 
ляем д Е 


целыми выражениями. 


Сказанное имеет отношени т зучения 
еи к методике изучени слел ` 
я последующих 


3. ИЗУЧЕНИЕ ПОДТЕМЫ «ОДНОЧЛЕНЫ И МНОГОЧЛЕНЫ» 


рить т (Одновременное изучение умножения многочлена на одночлен 
и разложения многочлена на множители вынесением общего мно- 
| жителя за скобки.) 


Вначале вспоминаем с учащимися распределительный закон 


умножения. 
Пусть требуется умножить число 2 на 234. 
Запись располагаем так: 


1. Требуется умножить одно- 2.234 = 
значное число 2 на многознач- 
ное число 234. 

о. Разложим множитель по =2. (200--30 --4) =2. 200 + 
разрядам. 

3. Число 2 умножим на каж-+ 1 2. 30.5 2.4 = 
дое из слагаемых. 

4. Сложим полученные про- = 400 - 60 + 8 = 468. 
изведения. 


Далее рассматрива 
— 2ху - 5) : 4х* ил 
многочлен: 4х2 (3х? — 2ху - 5). 

При обратном преобразовании (т. е. при разложении много- 
члена на множители) «вынесенный» общий множитель записывает- 
ся перед скобками; поэтому сей решать примеры 

торой из приведеннь у 
на ПИ я умножение Ода м 
гочлен; преобразованные выражения записываются дру 


другом: 


ем умножение многочлена на одночлен (3х? — 
и — что предпочтительнее — одночлена на 
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1. Требуется умножить одно- | 4уз. (3х2 — 2+5) 
член 4х? на многочлен 3х? — 
— 2ху- 5. 

2. Умножим одночлен на каж- 
дый член множителя. 

3. Полученные произведения 
сложим. 


— 452. Зх* — 4х2. ху 


-- 42.5 = 192 о + 
+ 20^2. 


Сразу же на первом уроке надо предложить деформированные 
упражнения, в которых требуется восстановить предыдущие или 
последующие выражения на основе известных элементов; при этом 
упражнения удобно располагать в двух параллельных рядах. 

4х? . (3х? — 2ху - 5) = 2. 2—2?) = 
= 4х? . 3х? — 4х2. 2ху 2а - 5р — 2а 4+ 23а. 3 = 

= 4х2. 5 = 194 — 823 
2 в и 


-- 20 х? 
6 2? —3 
36. б@а-ь+ = а не 


Предлагаются также упражнения по восстановлению отдель- 
ных элементов тождественного преобразования, расположенных 
в обеих частях равенства: 


2 (2-Е? — 3) = 10426 + 15% —? 


Вначале для облегчения понимания последовательности и 
направления преобразований следует использовать знаки вопроса, 
несущие информацию о числе слагаемых, о выносимом множителе, 
о месте, занимаемом в выражении, и т. п. 

В этих примерах преобразование сверху вниз является умнчоже- 
нием, а преобразование снизу вверх — разложением на множители. 

Далее рассматривается разложение на множители особо, т. е. 
в обычной записи сверху вниз. 

Рассмотрим следующие записи, выражающие различные фор- 
мы связи между тремя числами. 

Умножение (верхняя строка): 
Разложение на множители (нижняя строка): 


5.8 = 40; Зх. 448 = 1254. 


а. а= 0%; 
40=5.8; 12х41 = 3х. 4283. 


а =а*-а; 


Мы видим, что умножениеи разложение на множители являют- 
ся взаимно обратными действиями; одно из них проверяется посред- 
ством другого действия. 


Пусть мы вычислили произ- 
ведение одночлена на много- 
член (или многочлена на одно- 
член). Поменяем местами ле- 
вую и правую части тождества. 
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4Е (3 — 28+ 1) = 

= 123— 842 + 4%; 

1223 — ЗА? - 4 = 46 (3? — 
Е 


Многочлен 1243 — 82 2 ее 
г К разложен на два множителя: на 


одночлен 4^ и трехчлен 342 — 9-1 
Далее ро отрим методику решения примеров, связанных с ум- 
ножением и разложением на множители 


Пример 1. 
Разложим на множители следующий многочлен: 
За — баз= 
Все члены многочлена можно разделить на число 2а3: 


| 1) 8@8: (243) = 4а?; 
2) — ба? : (243) = —3. 
Вынесем этот общий делитель (или общий «множитель») за скоб- 


ки, а внутри скобок оставим частные от деления каждого члена на 
число 2а3, получим: 


2а3 (44? — 3). 
Итак, МЫ получим следующее разложение на множители: 
8а— баз = 2а3 (4а? — 3). 
Чтобы проверить ответ, надо в уме раскрыть скобки (т. е. пере- 
множить множители в правой части тождества): 
2а3 (4а? — 3) = 2а3. 44? — 243.3 = 84а’ — баз. 


Полученное произведение равно разлагаемому выражению. 
Значит, разложение на множители произведено правильно. Связь 
между тремя выражениями 2а3; (44? — 3); (84 — 6а3) можно вы- 
разить четырьмя способами: : 

1. Умножение многочлена на одночлен: 

(4а? — 3) - 2а3 = 84” — баз. 


2 Умножение одночлена на многочлен: 
2аз . (4а? — 3) = 8а°— баз. 
3. Деление многочлена на одночлен или сокращение дроби 


на одночлен: 
82° — 6 _ 2? (44 —3) Иа =88. 
243 2а3 
4 Деление многочлена на многочлен или сокращение дроби на 


многочлей: 


да — баз _ 208 (4а* —3) — ов, 
44? —3 44° —3 


Пример на разложение на множители обычно можно решить 


несколькими способами, например: 
8а5 — баз = 24% (4а* — 3); 
Ва — баз = 2 (4? — За); 
8а5 — ба? = а* (8а* — ба) и т. д. 
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6 Заказ 542 


Все эти разложения правильные; однако при решении алгебраи. 
ческих примеров на разложение на множители надо выносить за 
скобки степени с наивысшим показателех 
и наибольшим общим делителем коэффи. 
циентов: 


845 — баз = 2а3 (4а? — 3). 


В этом случае члены, заключенные внутри скобки (492 и — 3), 
уже не имеют общего множителя. 1 
Пример 2. Разложим на множители следующий многочлен: 


8х2? — бх?у + 2ху? — 4х? -- 2х = 2х (4ху? — Зху 1 у? — 2х +1). 


Разлагаемый на множители многочлен состоит из пяти одночле- 
нов; соответственно множитель, записанный в скобках, должен иметь 
столько же (пять) членов. 

Научившись разлагать многочлены на множители, можно 
решать примеры на деление или сокращение алгебраических дробей. 

Пример 3. 


баз — 8а? -- 4а 2а (За? — 4а - 2) 2 

3—8 а?--4а):(2а)= - =3а 
(ба°—8а?--4а): (а) = р 

Здесь мы в числителе вынесли за скобки множитель 2аи сокра- 


тили затем оба члена на одночлен 24а. 
Пример 4. 


4а--2. 


2—1 2—1 1 
62 — ЗЁ З® (28 — 1) ЗЕ ` 
Дробь сократили на многочлен 2 — 1. 


Особое внимание надо обратить на те случаи сокращения дроби, 


когда в состав числителя и знаменателя входят противоположные 
многочлены. 


Пример 5. 

Пусть требуется сократить дробь 
5х2? — бху 
6ху — 5х2 


Члены дроби представляют противоположные многочлены. 
Чтобы получить общий множитель, надо изменить знаки на проти- 
воположные в двух местах: перед дробью и в знаменателе: 
5% —6ху ___ 65 —6бху _ 5х2 — бху 5х? — бху 
бху — 5х2 —(6бху— 5л?) а бху - 5х2 а бху 
Примеры подобного вида можно было бы решить путем 
сения за скобки (—1) в числителе или в знаменателе дроби. 
а) Вынесем за скобки (—1), в числителе дроби получим: 
5х2 —бху _ —1(— 54? |- 6ху) _ —1(6ху—5%) _—1 
бху — 52 бху — 5х бху — 5х2 1 


ль 20 и Сокра. 


ащения дроби, 
иИвОпОлОжнЫе 


6) Вынесем за скобки (—1) 
} 

бе —блу - 52 — 
бе 5 1 уе 


_ За? — ба _ За (а—25) 


1052 — Баь 56 (26 — а) 
В числите; 
о а ь Ви оказались противоположные мно- 
ие т — чтобы величина дроби не изменилась, 
отивоположные Г г д 
дробью и в знаменателе). ое” 
и два множителя: 56 и (26 — а); в этих слу- 
заменить знаки лишь в одн 3 из 

ДНОМ р А жЖ 3 > 
о ь Д из множителей зна 

Поэтому имеем дальше: 


32 — 64 _ За(а— 15) — За (а— 2) з 
10а? — Баб 56 (26 — а) 56 (а— 25) 56° 
Проверим правильность тождества 
За? — 6% _ —3За 
1062 — 5% — 56 
при произвольных значениях а и 6, например при а = 3, 6 =-- с 
РЕ ЕЖЕЕЫ 19] 3.3. 
О ии 
9) а 
10.159 — 55’ 
27 - 18 Ве" 
10415 — 5/’ 
Е: 
5 — 5’ 
р 
Тм ое 


и выполнено правильно. ы 
лагаются те же виды упражнении, 
ше в параграфе, посвященном одно- 


Значит, сокращение дроб 
По данной подтеме пред 
которые мы рассматривали вы 
членам. 
о зделу должны быть возможно более 


Упражнения по данному ра : 
иран, с тем чтобы обеспечить углубленное усвоение ма 


териала. ы 
таких упражнений. 


Приведем примеры о 
1. С —о. виражений, разлагающихся на множители, иногда 

намеренно включать неразложимые, например 
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а) х’ — 2ху — 3х (разлагается); 
6) х —2у— 3х (не разлагается); 
в) х° —2у—Зху (не разлагается). 


2. Придумать одночлен и многочлен. Перемножить их. Полу. 
ченное произведение разложить на множители вынесением общего 


множителя за скобки. 
3. Придумать дроби, при сокращении которых получались бы 
следующие результаты: 
р а (42—25) _ а. 
? (а? — 25) 25’ 
ЕВ. ея 


? 

? 
зе 
? 

? 


2(а—35) _ а 
2( ) ь * 

Далее в этой подтеме решаются примеры на все действия с ал- 
гебраическими дробями, причем знаменатели могут разлагаться на 


множители вынесением общего множителя за скобки. 
Примеры предлагаются такого вида: 


= ЕЕ р 
3—6. х—9)° 5—1 ° 


4. ИЗУЧЕНИЕ ПОДТЕМЫ «МНОГОЧЛЕНЫ» 


(Одновременное изучение умножения многочлена на многочлен и 
разложение многочлена на множители группировкой) 


Данная подтема изучается по тому же плану, что и предыдущая 
подтема «Одночлены и многочлены». 


Вначале выводим правило умножения многочлена на многочлен. 


1. Пусть требуется умножить 

(@-- 2) на многочлен (х — У). @+2д) у = 
2. Заменим первый сомножи- 

тель буквой М: 

(@+ 2) =мМ. =М (%— У = 

3. По правилу умножения 

одночлена на многочлен (рас- 

крываем скобки). Мх — Му = 
4. Применим переместитель- 

ный закон умножения к каждо- 

му произведению. = хМ — УМ = 
5. Заменим число М снова 

многочленом (М =а--2). =х(а- 2) —у(а- 2) 
6. Раскроем скобки, = а+ 2х —уа— 2 
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_ На МНОГОЧЛЕН 1 
. 
о и предыдущей 


а на МНО" 


‚= 


Опустив записи с 


( { буквой Л тол\лчаем спали 
щую последовательность поеоб»: ой М, получаем следую- 
Умножение АВЕО ы 
многочлена | — т ых у) = + Разложение много- 
— © @т2)У(а--2) | члена на множите 
на многочлен. ое лена нг жители 
| — Е способом — группиро- 
— Уа — 4. вки. 
Обратим внимание на то, 


что преобразования выполняются 


в вертикальном направлении, а полученные выражения записывают- 


ся друг под другом. 

Переход от выражения (а-+2)%-—У к выражению ха-— 
-- 2х—Уд—2у естьумножение многочле"н а на мно- 
гочлен, переход в обратном направлении есть разложе- 
ние многочлена на множители способом 
группировки. Итак, мы приходим к следующему правилу: 

Чтобы умножить многочлен на многочлен, достаточно каждый 
член второго многочлена умножить на первый многочлен, изатем. рас- 
крыть скобки. 

Данное правило в отличие от обычного акцентирует внима- 
ние на промежуточном преобразовании, т. е. на умножении перво- 
го многочлена как целого на каждый член второго. 

Эта операция важна для перехода к обратному преобразованию— 
разложению многочлена на множители группировкой. 

На первом же уроке по изучению умножения многочлена на 
многочлен следует предлагать несложные упражнения по восста- 
новлению пропущенных выражений на основе известного результа- 
та. (Эти упражнения являются завуалированными разложениями 
на множители способом группировки.) Такие упражнения удобно 
предлагать парами: слева — на умножение многочлена, а справа — 
на разложение группировкой. 

В правом упражнении дается сначала средняя строка, например: 


1. ат е-р= Е. 
Аи о река 

Потом предлагаются еще более сложные упражнения, например: 
т тетю а г 
Е ("24 ЗС Виж 
9 | + *— 3-2 


особо примеры на разложение на мно- 


и решаются з 
Впоследствии р чем запись развертывается, как обыч 


жители группировкой, при 
но, сверху вниз. 


Рассмотрим объяснение решения нескольких примеров. 


165 


Пример 1. 


1. Пусть требуется разложить 
на множители многочлен. ха — хо - 2а— 9% 

2. Сгруппируем слагаемые в 
две группы, по два слагаемых 
в каждой, группы заключим 
в скобки. = (ха — х®) + (2а— 725) = 

Вместо четырех членов мы 
получили два члена, два сла- 
гаемых (две «группь»). 

3. В каждой группе за скобки 
вынесем общий множитель... =х@а-—--+2(а-—5-= 

4. Мы получили сумму двух 
произведений, которые имеют 
общий множитель — многочлен 
(@— 65); этот многочлен выне- | = (а— в) (2+?) = 
сен за скобки. = @— 5) (+2). 


Итак, нами получено следующее тождество: 

ха — хб + 2а— 26 = (а—6) (х +2). 

Полезно иногда проверить полученное тождество раскрытием 
скобок в правой части, т. е. перемножением многочленов. Можно 
также изредка осуществить числовые подстановки, например: пусть 
а = 5; 6 = —3; х =4. Имеем: 


4.5—4(—3)+2.5—2(—3)25— (—3)] - (4+2); 
20+ 12+10+6? (5+3). 6; 


482(5 + 3) . 6; 
48 = 48. 
Пример 2. 
1. Пусть требуется разложить 
на множители многочлен. 4сЕ -- Зре — 12 ср — еЁ = 
Мы видим, что если сгруппи- 
ровать члены по два в том поряд- 
ке, в каком они следуют в исход- 
ном выражении, то не окажется 
общего множителя внутри каж- 
дой группы. 
2. Поэтому применим пере- = 4 — 19ср + Зре — ев = 
местительный закон сложения 
и расположим попарно члены 
с общей буквой. 
3. Сгруппируем члены по два. 
(Проверьте и. не 
ения в скобки, устно р 
Бра скобки.) = (46 — 12 ср)  (Зре — еА) = 
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30 раскрыты 
ленов, Мож 


пример: пуль 


1+2); 


ф-#” 


4. Разложим на 


множител 
каждую группу (каждые су 
ки), вынеся общий множите 
за скобки. 


ео 
5. Замечаем, что выражения \ р) ге (Зр К) = И 


В скобках являются многочлена- | | 
ми, противоположными друг | 
другу, и поэтому изменим знак 
дважды: перед вторыми скоб- | 
ками и перед всеми членами внут- | = 4с (& — 3р) —е(—Зр + ®) = | 
ри вторых скобок. 3 = 45 (# — Зр) —е(&—Зр) = | 

6. Две группы имеют общий | 
множитель ( — 3Зр), | 
вынесем за скобки. 


который | = (к — 3р) (?—?) = 


= ( — Зр) (4—6. 


Итак, мы получили следующее разложение: 
4с®-НЗре — 12ср — её = (&— 3р) (4с — 6). 


Правильность разложения | (Ё — Зр) (4с — е) = 
на множители можно проверить | = 4с (Ё — 3р) —е (& — 3р) = 
обратным преобразованием = 4ск — 12 ср — её + Зре. И: 
умножением. Сравнивая полу- 
ченное произведение 45 — 


—12 ср — ек - 3 ре с исходным 
выражением 4с^ -|- Зре—12 ср— 
— ек, мы видим, что они равны, 
так как отличаются лишь поряд- 
ком слагаемых. 


Итак, разложение на множители выполнено правильно. } 


В системе упражнений по данной подтеме должны быть такие, | 
которые рассчитаны на углубленное познание материала, а не толь- 
ко на однообразные преобразования. Е 
Рассмотрим- несколько видов таких упражнении. | 
1. Среди выражений, разлагающихся на множители, предложить 
неразложимые выражения: | 
а) Зух? — Зху Ех —х (разлагается); 
6) Е? — 28р — ЗЕ — бр (не ан | 
2 — не разлагается). | 
в) 22 -- 2р - ЗЁ — бр (не р | 


2. Придумать два несложных многочлена, перемножить Е. | 
Полученное произведение разложить на р н — : 
один одночлен й ; 
. мать два двучлена и 
он р Разложить полученное произведение на множи 
тели, применив вынесение за скобки и группировку. | 
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4. Придумать дроби, числители и знаменатели которых были 
бы такими многочленами, чтобы после сокращения получились 
следующие результаты: 

? а: (х—У) а 


бп. 


вату’ : 

Завершающим упражнением по этой теме является решение при- 
меров на все действия над алгебраическими дробями. 

Примеры подбираются так, чтобы знаменатели могли разла- 
гаться на множители либо вынесением за скобки общего множителя, 
либо группировкой. 

Можно взять примерно упражнения такого вида: 

3 2 р 


2Ер— 2 р—1 р? —р 4 


5. СОКРАЩЕННЫЕ ДЕЙСТВИЯ ПО ФОРМУЛАМ 


Тождественные преобразования завершаются сокращенными 
действиями по формулам. Здесь рассматриваются следующие 
выражения: разность квадратов, квадрат суммы и разности двух 
чисел, сумма и разность кубов, куб суммы и разности двух чисел. 
Вначале рассмотрим методику изучения возведения в степень. 


а) Возведение в степень одночленов 


Пусть требуется возвести число 2“ в квадрат: 
(24)? = 24 я 24 — 24 +4 — 28. 
Проверка. 
(21) 2 28; 
(2.2.2. 2}? 2 22.2:2.2.2.2-09. 
16°? 256; 
256 = 256. 


Выведем правило возведения в степень в общем виде: 
(23% = 03. 08. 03. 43 = 03134313 — 08-4 — (2. 
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ели в. 
Уфбщего ЛИ ра 
1. 
МОЖ, 
Вида; 


Чтобы возвести с 
показатели и оста 


(6 к) = 
Точно так же: 


перемножить 


3: мае В: 
(@ = 84% 


Правило. Чтобы возвести. одночлен, в степень, надо возвести 
в эту степень коэффициент и каждый буквенный множитель в отдель- 
ности, а затем полученные результаты перемножить. 
Пример. 
(554 = (5) . (х4) = 258. 
Упражнения 
1. Вычислить: 


а) 36°. 36° = (365 = 6) (—25).(—28).(—29) Хх 
ых х: 2 З 


2. Восстановить пропущенные числа: 


ба’ 7) Е р? о 
2 2) = 6447; о 16 са 
) (2) а 8 ©) та 
3) (6%) =? 9) (= ху") =? 
4) (2 =— 1258; 10) [+2 ее 
РО 11) (+ = 8148; 
1 а . 
2) — — 5642. 12) (— 2} = 81а 
би ху с 
3. Восстановить пропущенные числа: 
ИХ 7) (+2 =; 
> г ый =-{ 64° 8) (—2} = уг: 
3) (2) = 64°; 9) 2 =У; 
4) (24)? = 16а", 10) (5 =— У; 
5) (—562)* = 12555; И) = 
6) (26)? = 27"; ОЕ 


6) Разность квадратов двух чисел (а — 5) 


а подробно рассмотрим методику одновре- 
ножения суммы двух чисел на 
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В качестве образ 
менного изучения сокращенного ум 


их разность и обратной операции — разложения на множители раз. 
ности квадратов двух чисел. 

Сначала вводится понятие разности двух квадратов (разность 
квадратов). ь 

Устно выполняется несколько упражнении вида: 


(36) = ; ( ?)* = 16° ит.д. 


Даны два числа: 5хи 29’. 5 
Учитель предлагает найти сумму этих чисел (5х -- 29"), разность 
этих чисел (5х — 22), квадраты этих чисел (5%)? = 25х*, (29?) = 
= 4у* и, наконец, разность квадратов этих чисел (25%? — 41). 
Затем дается числовой пример: 
3-5 = 15 15 разлагается на два множи:. 


Произведение 3 и 5 равно 15. теля Зи5. 


Выясняется, что пример на умножение всегда можно прочитать 
в двух направлениях так, как это показано выше. 

Далее вычислим произведение разности двух чисел (х — у) 
на сумму этих же чисел (х - У): 


(У: (У = — ху уу = у 
Мы получили следующее тождество: 
«Ус тУу = у. 


Читая это тождество слева Читая данное тождество спра- 
направо, получаем правило | ва налево, имеем правило р аз- 


сокращенного умно- | ложения на 
жения: тели 
Произведение разности двух 
чисел на их сумму равно разности 
квадратов этих же чисел: 


множ и- 
разности квадратов: 
Разность квадратов двух чисел 
разлагается на два множителя: 
на разность оснований ина сум- 
Уфу = у, му оснований: 


2 Я: = 
У (У). 
Такое разложение на множители 
называют разложением по фор- 
[ее разности квадратов. 


Связь между данными выражениями можно записать четырьмя 
способами: 


1. Сокращенное умножение = 
суммы двух чисел на их раз- | (* У) = 
НОСТЬ. 


ето в 


м правило раз 
на М НОЕ | 


‚ 2. Разложение на множители | х2 — ЕО 
азности квадратов двух чисел. | %«—УС-У. 
3. Сокращенное деление по | (12 У?) : ( )=@-тУ 
формуле. и У): (ФУ =@-Уу). 
4. ее алгебраичес- д.“ = У). 
й оби. 
ко др з х— у? —@+я (фи 


== = 


х—у 
= (%- У); 
О ху 
А иУ@-У) 
1 
х —у 
Данные правила верны для любых оснований. Возьмем, например, 


вместо х одночлен За”, а вместо у — число 5. Тогда должно полу- 
читься согласно правилу: 


‚ “-Уб+у=я-У 
(За? — 5) (За? 1 5) = (342) — 5? = 944 — 95. 
Или: (За* — 5) (За? - 5) = 94 — 25; 
и наоборот: 94 — 25 = (34 — 5} (За? -{ 5). 


Проверим этот вывод подробным перемножением полученных 
множителей: 


За? —5 
За? {5 


Эа*— 1542 
-{ 15а? — 25 


9а* — 25 


Упражнения 
1. Выполнить сокращенное умножение: 


102 — 3) ЗЕ — 
2 й + а — 0,63) = (1) — (2 = 


3 3 оо 
3) (5 — 025 (1 + 0.86 й @) 
4) (+ 26 — 2р) = @—@® = 
о. Восстановить пропущенные выражения в примерах на сок- 

ращенное умножение: 

пе_э.е+э= (58 —@уй=9 — 49; 
3 6—9 . 6 +?) = 0 = 225 — 164", 
а то — (9 =?—?; 
де—эе+)=0, 0 
5 р 6 ) 
6 (3+26—4%® =@} 


3. Выполнить сокращенное умножение и проверить ответ г 
робным умножением: 
1) (@—4) +4 =Ф— 16. 
Проверка. 
(а@—4) (а 4) = 4 —4а- 4а 
2) (х—6)(&-60= - 
3) (242 — 563) (2а? + 563) = 
т в = 
4) ГЫ + 0,7 я 2— 07 т 
5) (а36с — 1) (а3бс + 1) = 
4. а) Выполнить сокращенное умножение: 
ХУ “У = 


6) Заменить букву х одночленом За?, а букву у — одночленом 
26° и также выполнить сокращенное умножение. 

5. Выполнить умножение чисел, представив их как разность и 
сумму одних и тех же чисел; восстановить пропущенные числа: 

1) 98. 102 = (100 — 2) (100 2) = 100 — 2 — 10 000—4=9996, 

2) 998 . 1002 = (2—2). (2+ 2)= . 

3) (2) (2) = (500 — 1) (500 1) = 


5) @)-@ = (т 5) (о + .)= 


) (2). =(@—?) = 800? — 12 = 640000 — 1 = 639 999, 
0. =е— 2.2 += (2) — = 2—4 = 4896, 
) 


о. 


6 
й 


6. Восстановить пропущенные числа: 
1) (3—2) 2+ 4р) = 92 — 16р?; 

2) (2—5) (бх-) =>: 

3) 1—2 —=?-- 121; 

4) 2—2) — 322) — 144 — >. 


7. Разложить разность ква 
пропущенные числа; 


1) 9% — 16 = (34) — (4 = (3 — 4) (36 + 4); 
2) 25" — 9 = (2) — (= — 2) +2) 


3) 81 — да = (2—2 — 3) 2-3); 
3 р - ве Ир 


дратов на множители. Восстановить 


8. Разложить разность квадратов н 
верить подробным умножением: 


11 9— 25% = (3— 52) (8 + 5), 
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а множители и результат про- 


\ 
| 2) 49у?х? — 16 — 5) 360* — 96 
6, | 3) 16 — 492? — Е 
4 1— 0,25% — А Ш вр 


9. Восстановить пропущенные числа и знаки в следующих при- 
мерах, связанных с разностью квадратов: 


ПП? — 9 = (1 О 2) ( (10— 2}; 


2) аа | 542) (? — 2); 
9) #—?): (10 —2) = (+ 3р); 
о - (2—7). 


10. В следующих примерах записаны в разл: 
зи между тремя выражениями: 


м 
* о 


чных формах свя- 
суммой двух чисел, разностью этих 
же чисел, разностью квадратов тех же чисел. Заполнить таблицу: 


ак аЗность умножение НИ ти квад-_ т р не г „Сокращени е 
уе ваш демо [оби | ода о 
на их сумм 
ы 10000 в — | ] 
Г“ 6-59) а? — 6? = В а ет. 
. т, — а? — 6? = (а—6) (а-5)| = | С 
ви“ > +99 
Е.” Е НИТ: 
4 = 4896. 
| 4 
1-99. я Ру 
5 
ь И — 25 
5. 
11. Сократить дроби: а 
ро" 9-м _ 3—Ю+Ы _ —@ = ' Е сы 
в 5 2 (Е — 
ели. 1 3 — 32 2 (Е — 3) ( А 
2) и = , З0ух — 150ух? ° 
ь — 4а . 6) 4х? у? — х2 
=”, дви, 
ыы Эу?к — Ку 
) ЕО ы а * 
ый й 4) 0,81 — а? ; 7) ия 
а— 0,9 
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: двух квадратов разл 
12. В то время как разность двух квадратов р: злагается на два 
множителя, сумма квадратов не разлагается на множители. 


а — 6 =@—6) (ат9; 
а? 6? — на множители не разлагается. 
Разложить на множители следующие пары примеров: 


1а) 2-9 = За) 64 - 811*е' = 
16) ®—9= 36) 64 — 81р4е' = 
2а) 49 — 16°6? = 4а) 1 — № = 
96) 49 + 166? = 40 1-+№= 


13. Сократить дроби. В каких случаях дроби не сокращаются? 
Почему? 


у—16. 42 —1 3 а -- 9, 4 
— Е — ЕЕ 3, э ь—5 


) 3 0: 
“> 
еМ И 2—3 5 
и 

+4 8—1 ЕВ ь 


2—2. 


14. Придумать три алгебраические дроби, чтобы в них числите- 
лем была разность двух квадратов, а знаменателем — разность ос- 
нований. Сократить дроби. 

15. Придумать алгебраическую дробь, чтобы в ней числителем 
была сумма двух чисел, а знаменателем — разность квадратов тех 
же чисел. Сократить дроби. 


16. Восстановить пропущенные числа в следующих примерах 
на сокращение дробей: 
НОЕ = Шх. 


1.? 

? ЕЕ д ое 
2.2 _ @—25)@а+25) _а-% 
? 4а (а — 26) 4а ° 


17. а) Чему равно частное от деления разности квадратов двух 
чисел на их разность? Придумать пример. 

6) Чему равно частное от деления разности двух квадратов на 
сумму первых степеней? Придумать пример. 

в) Чему равно произведение суммы двух чисел на их разность? 
Придумать пример. 

Дальше решаются примеры на все действия с алгебраическими 
дробями; при этом знаменатели дробей подбираются так, чтобы 
они разлагались на множители одним из известных уже способов 
м за скобки, группировки, разложение на множители по 

юрмуле). 
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Например, решается упражь 


Дальше, как известно, изу | 
ИЗ › Изучаются следую | 

| . ) ся с: ющие мулы: | 

1) Квадрат суммы и разности двух чисел: ее - | 
) 1, | 

а 2 = 2 к=-6 | о | 

(а 5) а” -- Зав - 6; | 

2) Сумма и разность кубов: 


з $ = 925208 
м, о О 
, ; 5 т 
3) Куб суммы и разности двух чисел: 
=. (@ 0)? = а3 - 3426 + 3а6? + вз. | 
. 5 ы Е й 
Ег: Методика изучения этих формул и совокупность упражнений та- | 
ть г же, что и при изучении формулы разности квадратов. 
ей делаем в заключение краткое замечание об изучении понятий И: 
5 «возведение в степень» и «извлечение корня», которые удобно также | 
5 ввести одновременно. Пусть решен пример: | 
ы ] 
=. (6) = 64.6“. 64 = [4-3 — р? | 
| 
| Далее ставится обратная ‘задача: х3 = 612; по степени (51?) 
НИХ ЧИЛИ» и показателю (3) надо найти неизвестное основание (х). 
р Вместо записи х3 = 61? удобно писать равенство со специаль- | 
= разность и 0. Пи 
| ным значком — радикалом: х = У 61; показатель (3) над ради- | 
у числител калом показывает, что если число х возвести в третью степень, | 
ь | 
тов то получится подкоренное выражение (6:2), обратную операцию ; | 
квад принято называть так: тт | 
Р Извлечь корень 3-й степени из числа У р. №. 
их призе? ув а | 
Имеем: И 6 =... = 6“. > | 
Очевидно, что промежуточной операцией будет деление пока- | 
зателей: заполняется промежуточное звено: | 
УР = 6123 = 0. | 
и | 
На доске и в тетрадях фиксируются рядом две записи и объед | 
- . | 
ненное двойное правило: | 
и (8 = 51. Гар | 
| нь из сте- | 
В из пень, надо перемножить пока и а разаааа || 
лавить | ре | 
кей | затели, а основание 0сп и * казатель корня, а основа- | 
| 
„ий ' С: ние оставить то же. | 
а | те ень рассматривается в У1 | 
| ин аа = вадратных урав- | 
классе, а извлечение корня (в | 
нений) — в УП классе. ь. | 


Между тем, какмы уже указывали Не, разложение на м а 
тели по формуле сокращенного умножения основано на неявно, 
извлечении корня. 

Поэтому, вероятно, имеет смысл извлечение корня с его имво. 
лом: — радикалом ввести уже в младших классах. 

Аналогично сказанному возможно рассматривать о 


ДНоВремен. 
но взаимно обратные операции над степенями с дробными показа. 
телями: 


ГЛАВА И. 


ЛИНЕЙНЫЕ ФУНКЦИИ, УРАВНЕНИЯ И НЕРАВЕНСТВА 
1. СОСТАВЛЕНИЕ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ И ИХ СИСТЕМ 


При изучении уравнений и их систем в школе обычно ограни- 


чиваются решением готовых уравнений, взятых из различных ис- 
точников. 


С процессом составления уравнений ученики встречаются лишь 
при решении задач алгебраическим способом. 


Однако для глубокого овладения понятием «уравнение» оказы- 
ваются необходимыми упражнения по синтезу уравнений, имеющих 
заданные решения, причем такие упражнения должны решаться 


вместе с обычными аналитическими упражнениями, являясь их 
органическим дополнением. 


Одним из трудных вопросов в методике алгебры является озна- 
комление учащихся с уравнениями, не имеющими решения. 
Существующая методика ставит ученика в трудное положение: 


последний по существу не понимает причины того, почему из двух 
уравнений, имеющих одинаковую структуру, одно имеет решение, 
а другое — нет. 


Понимание сущности вопроса достигается посредством состав- 
ления уравнения с данным свойством. 


Учитель имеет возможность показать учащимся понятно и яс- 
но, как можно составить соотв 


етствующие уравнения, не имеющие 
решения, 
Например, составим уравнение 


ому равенств 
меняем цепь обычных прео 


› сводящееся после преобразо- 
У (3 = 4). К этому «соотношению» при- 
бразований: 

(О З+х=4чх; 

(П) (3-+х.2=8+ 2х; 


Решение уозевения. 


обычно отране 
различных и 


тречаются ли 


| 
нение» ока" 
имеющих 


ешатьй ) 


ений, 


(0 (3+ ».: 


Все получающиеся таким образом урав 

в отсутствия решения. Учащиеся м. Е 

ние, составленное учит О | 

а а УчахоНЕИ и убеждаются, что ре 5 и 

заранее намеченному (3 = 4) ил авео. 

т о } ли к какому-либо дру- 
ри составлении уравнений 

Е р по аналогии удобно фиксировать 

в р . решение данного уравнения (сверх ь ВНИ 

ие логичного уравнения (снизу вверх). Пус зы . 
р уравнение, не имеющее корня: . М. 


[4 > (И) — (Ш) -— (ТУ) - (\)]: 


А 


Е -. $} (Г) 3 2 18” (1) 
х— у—3 3 РН. 
| за _ Е а 
Е (&«—2) («+ 2) В 
я В) 8 8 |3 
о == ; & 3 (0-3 _2(0'—93) 18 
в ео и та — 
8 2 (х-+ 2) —(х—2)=8; (Ш) 5 3(у+3)—2(—3) =18; (3) 
ЭХА =8; (5 ЗуЕ9—2у-+6= 18; (4) 
=2. (У у=3. (5) 
Значение х = не удов- 


улетворяет уравнению (1). 


Пусть требуется составить уравнение (1) с тем же свойством: зна- 


чение у = 3 не должно удовлетворять ему. 
Процесс составления удобно развернуть снизу вверх в правой 
половине листа, проходя те же этапы, но в обратной последователь- 


ности (5) — (4) -> (3) — (2) = (1. 


Можно поступить и иначе. 
Пусть для составл яемого уравнения должно получиться значение, 
. не имеющее смысла: Х — ое 2): (И 
ибавим одно и то же 


Если к обеим частям этого уравнения пр 
е смысл при х = 2 напр! 
(11), которое равносильно уравнению (1: 
х 5х [и 


Хх 
выражение, имеюще имер, РЯ ‚ то по- 


лучим новое уравнение 


5) 
И а а 
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Применение к (1) обычных преобразований Всегда п 
уравнению, равносильному (1): 
х+ 2 5х _ 5 
х+2 (№) 
И. 35 
и 2 (15 


РИВодит к 


х- 


гов. о 
Уравнения (11), (Па) и (116) все имеют корень х = 2. Однако 
если к обеим частям уравнения (Г) «прибавим» выражение, не имею. 


5х 
щее смысла при х = 2 (например, =>}, то такая операция при- 
Е: 


ведет к уравнению (111), не имеющему решения: 


(1) 


Применение к (ПТ) обычных преобразований приводит к урав- 
нению, равносильному (ПТ) в смысле отсутствия решения: 


хе —2@-2) +5 5х («--2) 
Е х—2 (—2 (+2) 
3-4 5 10х 
—_ 2 м4 


(Ша) 


(16) 


ит. д. 

Уравнения (Ш), (Па) и (116) не имеют решения, так как, пре- 
образуя их, получим значение х = 2, при котором эти выражения 
теряют смысл. 

Покажем далее, как теми же приемами можно составлять систе- 
мы линейных уравнений с буквенными коэффициентами. 

Пусть дано решение системы: 

ея тои 5—1 


й —. 


Ь а 
Составим систему, имеющую это решение, притом сделаем так, 
чтобы в правой части получились многочлены от параметров в пер- 
вой степени, для чего подберем коэффициенты, нацело делящиеся 
на знаменатели: 


а 8—1 а +ь—1, 


а а, 


Получаем следующую систему: 


ыы 
36х — ау = За— Ь-+ 4. 


п 


"ВОДИТ к 
рещения, Ура 


( 


(15 
так как, пре 
ти выражения 


гавлять СИ" 
|МИ, 


ответ: 


Решив систему (А), получим 


конеч Й 
онечно, намеченный заранее 


Придадим параметрам определенне 
| ределенные значения, скажем такие: 


а = э: Ь = 
Тогда получим систему с числовыми коэффициентами: 
[4х Зу= 9, 
6х — Зу=и. 
Решение этой системы: 
+1 
О. аб 
а ва 
Пусть решена система уравнений: 
| + 5) (у— 2) =(-+2) 0—1, 
(90+) -=@-90+4. о 
Ответ. х=7; у=5. 
Проверка. 
(1+ 5)6—2) ? +26 —1} п 
(46470-90644) 
12.3?9.4; 36 = 36; (Ш 


3.1224.9; 36 = 36. 


мо составить аналогичную систему уравнений, 


Если необходи 
ания В обратной последовательности, те. 


развертываем преобразов 


запишем систему двух числовых тождеств: 
8.6=6. 8, 

| 7.5=5.71. (3) 
Далее выбираем решение конструируемой системы, например: 

х= 4; у= 9. $ 
а множители тождеств (3) с помощью значений хи у: 
—. +9@—3=@+ 2) (9! — 1), е 

и-э)@-—9=@т 1) (9— 2). 
И наконец, получаем искомую систему: 
х+40-—9=0+290— 7 а) 
т. 30—ч=С+ 0—2). 


Решив систему (1), получаем намеченные заранее значения не- 


известных: 
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2. СОСТАВЛЕНИЕ ПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ, ИМЕЮЩЕЙ 
ОДНО И ТО ЖЕ РЕШЕНИЕ 


Существует общий способ решения данного вопроса, 

Пусть решением параметрической системы двух У равнени 
первой степени с двумя неизвестными должны быть Числа. 
х = —Гиу= 2. Напишем систему с этим решением с неизвест. 
ными коэффициентами: 

А.(—П-+В.2=К, 
С.(—-П+р.2=М. 

Неизвестные коэффициенты А, В, С, р могут быть выражены 

произвольно, лишь бы выполнялось условие: 
А.Р -2В-. С. 
(Свободные члены К и М вычисляются после подбора коэффициен- 


тов А, В, С, О. 
Коэффициентам А, В, С, р дадим следующие значения: 


А=а В=а-+ь; С = За Б=а+ 9. 
Найдем далее значения Ки М: 
К=а (—П- (а+0 2=-+а+ 3, 
М = 3а(—1) + (@- 26)2 = —а+ 45. 
Мы составили систему уравнений: 
Е -х- (@-+бу=а- 1%, 
За. х- (а-+ 265) у= —а-+ 45. 
Учитывая условие А. р-ЕС. В, имеем. 
а (а- 25) -- (а-+ Ь) за. 


Пусть а5= 0; тогда имеем: а + 96 5= За + 36, или 6 52 —24. 
Итак, последняя система имеет единственное решение: 


= У=2 при а520, 62—94. 


Положим, например, а = 3, В =4. 
Тогда соответственно найдем; А = 3; ВЕЗ+а = тс 


С=3.-3=9; р=з+ 8 = ИМ = — 3+ 16 = 13. 
Итак, система уравнений 

а И, 

Эх + Пу = 13 имеет указанное решение: х— — Ьу=2. 


3. 0 КЛАССИФИКАЦИИ СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 


Наиболее удобной для пользования в школе представляется 
классификация, приведенная ниже. 
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Системы уравнений вида: 
[ах Пу=а 
| азх-Е Ву = са 


у 5 
ль 


А = а16> — а2ба = 0 
(определенная система) 


д = а162 — а26: =0 


Хотя бы одно из 
не равно нулю: 
Д1 = 4162 — С1а> 


Да = 61 с — Вост 


Ди Д> 


(противоречивая система) 


Хотя бы одно из чисел ал, 


а, 61, 6 не равно нулю 
И (неопределенная система) 


Ш 


Хотя бы одно из чисел СА Ю 
с1, 62 Не равно нулю 


(противоречивая система) (неопределенная система) 


ТГУ к 


Необходимо разъяснить учащимся смысл оборота хотя 6 
Выражение «хотя бы одно из чисел аи, а», 6, Ь», не равно нулю, 
означает, что выполняется один из четырех возможных слу. 
чаев: 

1} какое-либо одно из этих чисел не равно нулю; 

2) какие-либо два из них не равны нулю; 

3) какие-либо три из них не равны нулю; 

4) все четыре не равны нулю. 

После того как будет понята эта мысль, легко находить проти. 
воречащее суждение («все числа равны нулю»: = а = 


А 


По этой схеме наглядно видно, что существует один вид опреде. 
ленной системы (1); два вида неопределенной системы (ПТ, У); 
два вида противоречивой системы (11, ГУ). 

Полезно предлагать ученикам составлять системы уравнений, 
удовлетворяющие тем или иным условиям, например; 


2% Зу—5, 2-3 —5, 
а 0) Е м р 
2+ 3—0, ба 
оС И о < 
0. х--0-у= й 
о оо. < (9 


Сделаем замечание о терминах, удачный выбо 
немаловажное значение для развития мышления у 
В методической литер 
местные» и «несовместные» системы уравнений 
Представляется более удобным для тех же понятий 
термины «непротиворечивые» и «противоречивые»; 


р которых имеет 


Основание деления 


Уравнение (неравенство) | 
1. Наличие решений — 


| 
с. аа 
| 


< 388 ЗВОНИ 
противоречивые | | непротиворечивые | 


ВЕЕТ, Ее 
конечное 
Мно- | бесконеч- 
ное мно- 
В жество 
П. Каково множество ты 
решений (сколько 
решений) определенные неопределенные | 
Е а —_А_— 
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= 


оторых имет | 
ихся. | 
ермины «0 


Применительно к уравнени 
ным данная классификация б: 


м пе 


г. степени с одним неизвест- 


Основание клас- 


сификации 


вой степени вида 
=0 


1. Каково значе- 


ние @ 


| 20 


определенное 
2-0 =0 
2%--1=0 


2. Каково значе- 


ние 6 
неопреде- 
ленное 
ЮО 


Какие бы уравнения или нераве! 
но добиваться логической полноты 
важно употреблять соответствую: 

Так, изучая уравнения первой 


| ь +0 


противоре- 
чивое 
0. Хх! =0 


ства ни изучались, учителю важ- 
их разновидностей, причем очень 
цую терминологию. 

степени, полезно разобрать хоть 


несколько таких, которые приводятся 


к противоречию: 


Последнее уравнение не имеет 
решения. 

Значит, исходное уравнение 
9% —8=х-+х— 6 противо: 
речивое 


Отметим, что в методиче 
ки при изложении вопросов 
нений и решении соответств 


к неопределенности: 


9х 8 = хх — ЭН 1} 
9х — 2х=8 —9- В 
@—2х= 0; 
0-х = 0. 


Последнее уравнение имеет 
бесконечное множество реше- 


ний. 
Значит, исходное уравнение 


р аа 
неопределенное. 


ских пособиях нередко допускают ошиб- 
классификации системы линейных урав- 


ующих задач. 
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1. В книге «Методика преподавания математики» п 
дакцией С. Е. Ляпина (ч. П, Учпедгиз, 1956) утвер 
дующее положение: 


од Общей ре. 


ждается сле, 


И 
«Если аб, — а, = 0, м в 


2 @ С е 
Из а1с, — а,с! == 0 следует: —, т. е. 
С 

если система уравнений несовместна, то коэффициенты 
ных соответственно пропорциональны, но не пропорциона 
бодным членам» (стр. 140). 

Оба эти утверждения ошибочны: если, например, &=0, 
то из условий аб» — а>6, = 0 (а,6> — ас, 52 0) ОТНЮДЬ Не вы. 
текают заключения: 


Неизвест. 
ЛЬНЫ сво. 


делить на нуль нельзя! 


Правильным являются не приведенные суждения, а суждения 
обращенные: 


Аналогичные ошибки повторяются в этой книге в других мес- 
тах (стр. 140, 141). 


2. В книге А. Н. Барсукова «Алгебра» (ч. П. Учебник для УШИ — 
Х классов средней школы. Учпедгиз, 1957) утверждается, что при 


а; = 0; 61-20; а, -2 0; 6, == 0 система 


ах -- Шу=с,, 
ви : 


равносильна системе: 


[ее ы= а,6!) & = с16, т сб, (П) 
(а16, — а,6,)у = ас, — а,с|. 

Исследование системы ( 
ного . положения. 

Однако это исходное положение ложно. 


Чтобы убедиться в этом, достаточно привести хотя бы один про- 
тиворечащий пример. 


Возьмем непротиворечивую, 


1) производится исходя из этого основ- 


но неопределенную систему: 


ху =1, 


Заменим систему (1!) по схеме А. Н 


о: 


Барсукова системой; 


=, (ТУ) 


Очевидно, системы (ПТ) т Г) 
ы о ака а. не о Например, х = 
тем системы о ыл 
а о. (ТУ), но не является решением 
« г < реа г 
3. В «Задачнике по алгебре» В. А. Кречмара (Гостехиздат, 1950) 
предлагается следующее упражнение: 
АК р что для совместности уравнений ах - 6 = 
= 0, а ле = 0 необходимо и достаточно, чтобы а6’— а’ = 0» 
Ошибка при решении задачи допущена в том месте, когда автор 


- , 

полагает, что из аб’— а’ = 0 следует пропорциональ- 
г В . 

ность коэффициентов, т. е. 2 =^ (например, при 
а а’ 


а=0, 6=0; “=\, = 1 первое уравнение имеет бесчис- 
ленное множество решений, второе — одно решение; однако усло- 
вие аб’— а’6 = 0 соблюдается). 

4. В книге К. С. Барыбина и А. К. Исакова «Сборник задач по 
математике» (Учпедгиз, 1955) приводится следующая задача на 
исследование: 

«661. Доказать, что если система 


(аах -- ву = сь 
\а,х -- 65у = <, 


ЧИЯ, а СуЖдни 


1) не имеет решения, то 


2) имеет бесчисленное множество решений, то 


Авторы задачи не замечают, что оба утверждения ложные, 
а верными являются обратные им предложения. 


4. ОБ ИЗУЧЕНИИ ЛИНЕЙНОЙ ФУНКЦИИ 


нкции (в том числе и линейной) основывает- 
афиков их по готовому уравне- 
атривается реже, и не случай- 
о точкам, затрудняются 
оординатам точек, опре- 


Обычно изучение фу 
ся в школе только на построений гр 
нию. Обратная задача В школе рассм 
но ученики, умеющие строить график т 
написать уравнение функции по данны 


деляющих график функции. 

Эту тему следует изучать при и У 
метрического методов, © ое 
результата, полученного другим м З 


гебраического и гео- 
из них ДлЯ контроля 
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Весьма важно соблюдать посЖЕНоСтЬ нарастания Трудность 
при решении таких упражнений. Уже при изу чении прямой пропор. 
циональности необходимо установить, что не только уравне 
у = ах всегда соответствует прямая, проходящая через начало 
координат, но и наоборот: любой прямой, проходящей через нача. 
ло координат, соответствует уравнение вида У = ах (за исключе. 
нием самой оси ординат). 

Для этих целей следует наравне с решением задач по вычерчи. 
ванию графиков выполнять упражнения типа: 

1. Прямая проходит через начало координат ш точку А (3; 4), 
Найти ее уравнение, потом проверить ответ. 

Решение сводится к определению коэффициента а по известным 
значениям хи у, что осуществляется подстановкой координат в 
общее уравнение: 


нию 


4 =а- 3; ИЕ 
3 


4 
Так, искомое уравнение будет: у = а т. 


4 
Проверка алгебраическая: 4 = Е 3; 4=4. 
Проверку можно провести и геометрически. Построив прямую 
22 в 
ЧЕ: убедиться, что она действительно проходит через, точ- 


ку А (3; 4). 

В дальнейшем задания могут несколько усложняться и предла- 
гаться учащимся в следующих формах: 

2. Линейная функция у = 2х -- Ь при х = 4 принимает зна- 
чение, равное 9. Написать уравнение этой функции (определить 6). 

3. График функции у = ах -- 3 проходит через точку А (2; 5). 
Найти значение а. 

4. Прямая проходит через точки А (2; 1) и В (—2; —3). Напи- 
сать уравнение этой прямой. 

Решение таких задач основывается на методе «неопределенных 
коэффициентов», знакомство с которым, не требуя каких-либо но- 


вых теоретических сведений, позволяет выполнять существенно 
новые виды упражнений. 


Выполним последнее задание. 
Искомое уравнение имеет вид: 


у = ах- 6. 
Подставляя координаты обеих точек в это уравнение для опре- 


деления двух неизвестных параметров а и 6, получим систему двух 
уравнений первой степени с двумя неизвестными: 


Е. 
—3=а-(—2) +в, 


нться и предл | 
| 


ринимает 9 


эпределить } 


пошку А #8 


9. 


вне" 


вопреЛе 
каких” оо 0 
ь судит" 


1 


ма а=1 = 
Искомое уравнение; у т 
5. Следующим этапом 
аном ‹нения залану 
В оятельности является задание 
и является задание, ког Е ОВ 
манию учащихся график пр ен а 


ямой линии, прох Й 
ко точек с целочисленными ординатами (рис 83) в. 
м . 9 


у 


я 


Е 


Рис. 33 


Ученики должны сами определить координаты любых двух то- 
чек прямой и по ним написать уравнение прямой. Проверка обяза- 
тельна, причем она может проводиться подстановкой в найденное 
уравнение координат не обязательно данных двух точек, но любых 
иных точек прямой. 

С учащимися выясняется вопрос: координаты скольких точек 
надо подставлять в уравнение для проверки правильности найден- 
ного уравнения? Почему? 

(Достаточно подставить в уравнение у = ах 4 координаты 
двух точек, так как уравнение у = ах -- 6 определяет прямую, а 
прямая определяется двумя точками.) 

Так, например, одни учащиеся могут взять пару точек: А (—6; 
бир (2; 5); другие — взять пару точек: В (—3; 2 иЕ (6; 8) ит. д- 

Подставив значения выбранных точек в общее уравнение пря- 
мой и решив получившуюся систему уравнений, они получают одно 


тает 
и то же уравнение У = 3 х-+4. Это обстоятельство приобрета 


существенное психологическое значение (единство результата при 


разных подходах). 


5. ОБ ОДНОВРЕМЕННОМ ИЗУЧЕНИИ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 
И ЛИНЕЙНЫХ НЕРАВЕНСТВ: 


Как известно, изучение уравнений и неравенств в Коле пров 
дится сейчас раздельно. о. 

Проведенный нами эксперимент показывает возможность одно. 
временного изучения этих вопросов. 

Поскольку результат сравнения двух чисел, двух значений во. 
личины может быть выражен одним из двух суждений: равно и не 
равно (а = 6; а== 6), полезно уже с первых уроков алгебры тре. 
бовать, чтобы учащиеся приводили примеры равенств и Двух видов 
неравенств (5 = 5; 7525; 5< 7; 7> 5). 

Ученики легко осваиваются с противопоставлением 
венств и равенств, а также учатся различать условные и без 
ные формы их (полезно требовать, чтобы они приводили сво 
меры к каждому виду этих выражений). 

Свойства равенства и неравенства выводятся одновременно сле- 
дующим образом: 


1. Если к обеим частям 


нера- 
Услов- 
И при- 


равенства 


прибавить одно и т 
неравенства р о же 


число, то его знак сохраняется: 


а р а 
(--3) (-- 3) (+3) (+3) (—3) (—3) 


об 
8 <9 2 


авенст 
2. Если обе части _ РАвенства _ умножить или разделить на 
неравенства 


одно и то же положительное число, то его знак сохраняется: 


та умножить или раз ели 
ЕрАВЬНСТВа разделить на одно и 


то же отрицательное число, то его знак 
сохраняется 


изменяется на противоположный 


3. Если обе части 


1 Следует отметить, что даже первоклассники способны 
временно понятия «равенство» и «неравенство» при одновременно 
ращения одного в другсе 
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Усваивать одно- 
м изучении прев- 


В дальнейшем выполняются уп 
шении уравнений и неравенств перв 
но уравнение преобразовать в нераве! 


ков, и наоборот. 


Пусть решено уравнение: 
3—5 =х- 9; (1) 
3Зх—х=9--5; (11) 

р №; (ПТ) 
т. (ТУ) 


РЕ 
| 
| 


ражнения в 


ы одноврем г 
ой сте ременном ре. 


тепени, причем вначале удоб- 
НСТво одной лишь заменой зна- 


3%—5>х-+9; 

3% —х>9-5; ый 
2х > 14; (3) 
Иры Та (4) 


Заменив в (1) знак равенства на знак «больше» (или «меньш 
получим неравенство (1), решаемое справа. ; ©), 

Вторая пара упражнений решается в другой последователь- 
ности: сначала решается неравенство, которое затем преобразуется 


в уравнение. 


проверки 
При записи ЕЕ 
контроля 


ответа 


уравнения 
Е удобно вычисления 
неравенства 


вести сразу в обеих частях исходного выражения, причем сог- 


ласно логике процесса между частями 
последний заменяется определенным знаком 


сать знак вопроса; 


выражения удобно пи- 


(=, >, <) лишь в конце вычислений: 


ба И; 
— би х = 1-4; 
— 5х = 15; 
9. 
Проверка ответа. 
—6. (— 3) —4?— 
—(=Э И; 


- 18 — 42 3-+ И. 
14 = 14, что и должно быть. 


е двух терминов 
Использование дву р объясняется так: ответ уравнения 


«контроль ответа неравенства» 
(корень) есть одно чис 
проверка исчерпана. 
В ответе к неравенс 
тя и не всякие, но ско 


ло; если оно удовлетво 


тву неизвестно с 
лько угодно значении, 


= 6х —4 < М} 
—6бх+х< И -+4 


— 5х < 15; 
5х > —15; 
х>-3. 
Контроль ответа. 
Пусть х= —2> — 3; 
6: (2) — 48 — СА + 


«проверка ответа уравнения» И 


ряет уравнению, то 


е число может принимать хо- 
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Убедившись, что для одного конкретного значения Неизве 
ного неравенство верно, мы, вообще говоря, проверку не иечерпа 
это есть осуществление лишь частичного «контроля». и: 

Решив отдельно такую пару «уравнение — неравенство», 
показать экономную совместную запись их в форме «нест 


Рогого» 
неравенства: 


— бх—4> —х+ И; 
—бх-+х> 11 +4; 
—5х > 15; 


— 5х 15 
еб 6 


х<— 3. 


После нескольких пар подобных упражнений решаются впере- 
межку и отдельные уравнения или неравенства. 

В старших классах необходимо предлагать пары упражнений, 
решаемых существенно разными способами, четко выделив разли- 
чие этих процессов; 


Если данное уравнение уда- 
лось свести к линейному, то 
соответствующее неравенство ре- 
шается посредством системы ли- 
нейных неравенств (см. справа). 


Противоречивая система. 


Ответ. 0<х <>. 


Из сказанного выше вытекает необходимость изучения гра- 
фика линейной функции в тесной связи с линейным уравнением 
и линейным неравенством. Построив график функции вида у = 
— ах + 6, обычно ограничиваются установлением абсциссы точ- 
ки пересечения прямой с осью х = Ь (графическое решение линей- 
ного уравнения). Значительно выгоднее извлекать максимум ин- 
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Рис. 34 


формации из построенного графика, т, е. устанавливать тут же и 


решение двух линейных неравенств: у = ах + Ь = 0. 

Иначе говоря, исследованием линейной функции надо занимать- 
ся как составной частью упражнений по решению большинства ли- 
нейных уравнений и неравенств. 

На рис. 34 показано, как следует толковать построение графика 


О, 1 
линейной функцииу=— х-2 в качестве графического реше- 
1 
ния не только уравнения — х- 2 = 0, нои в качестве графиче- 
ского решения соответствующих этому уравнению двух неравенств: 
1 ; 
жа а. 
ет решенного неравенства содержит 


соответствующего ему уравнения. 
х—5 > х- 9 и получен ответ: 


Отметим, наконец, что отв 
больше информации, чем ответ 
Пусть решено неравенство 3 


= Г. 

Этого уже достаточно, чтобы утверждать (без И. 
выкладок!), что противоположное неравенство ы. ет СИ 
будет иметь решение: х < 7, а соответствующее урав 


иметь корень х = 7. — х- 9 (корень 
Если ие вначале решено уравнение и. 

х = 7, то мы не имеем возможности Е еных к 

, ез 

например. неравенства 3х — 5 > Х № ей, что ре- 

ан р обладаем в этот момент Е и. и . 

шением будет одно из двух выражений: х ачале болыше решать 
Дидактический вывод Таков: следует в 


ием их в с00т- 
линейных неравенств с последующим преобразоня А 


ветствующие уравнения, зная, что корень соответствующего уран, 
нения находится автоматически. 
Удобно записывать решение такого комплексного за 
(трихотомии) в компактной форме: 
3х—5Б2х- 9; 
< < 
2х2 14; 


Дания 


В заключение скажем несколько слов о применении понятий 
«строгое неравенство» (х -- 3> 5) и «нестрогое неравенство» 
(%3> 5). 

В настоящее время последнее понятие почти не употребля- 
ется в средней школе; между тем его без особых трудностей можно 
рассматривать уже в восьмилетней школе как совокупность уравне- 
ния и неравенства (решение такого нестрогого неравенства приведено 
выше). Применение нестрогого неравенства тем полезно, что учащие- 
ся получают возможность ознакомиться с новым логическим под- 
ходом к противоречащим понятиям. 


Результат сравнения двух 
величин (чисел): аиб 


| 
| 


а>ь а<о 
(а больше 5) (а не больше 5) 


| 


а<ь а=ь 
(а меньше 6) (а равно 6) 


` 


6. © РЕШЕНИИ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ И НЕРАЗЕНСТВ, В ЗАПИСИ 
КОТОРЫХ ИСПОЛЬЗОВАН ЗНАК АБСОЛЮТНОЙ ВЕЛИЧИНЫ (МОДУЛЯ) 


Освоение этого материала возможно лишь при использовании 


и истолковании знака модуля, начиная с первых шагов изучения 
рациональных чисел. 


Так, после ознакомления с понятием «абсолютная величина» 


и координатной осью надо 
вида [М = 3 (рис. 35). 
Решение иллюстрируется на чертеже и записывается так: 
= я=З| о ж=-З| == 
нЕ} 43Ь:} из-вищль о 


2 


уже предлагать решения уравнений 


[х| = 


—_—_`_—_— 


а<} 
(а не больше |) 
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На этих простейших упражне 
совокупности жнениях осва 
Е р бъедин аивае 

системы уравнении, объединения. г ается смысл символов 

пересечения МНОЖестви. 

Далее тут же пре 

енства, на ‚предлагается решить соответству 
: о оответствующие нера- 
1х < 3: [=<3 > 

а = 


ени р 
Репг [е] авенства яв. ластеи, что 
ем это не 6 т - я ляется пересечение об , 


&>—ЭпПа< 3); —3<х< 3 (рис. 86). (1) 
= 3 
—=—ы—=————————>_— 
0 
Рис. 36 


я Предлагаем третье (последнее) упражнение семейства, ре- 
нием которого является совокупность неравенств: 


| = 3 Еее 
8; — } а 3} (<—31 (> 3) (рис. 37). @И) 


29 
О а 
0 
Рис. 37 


бенно частые ошибки возникают из-за 
уга систему (ПП) от совокупности (ИО. 


следующих пар упражнений: 
вокупности двух уравнений: 


В практике обучения осо 
неумения отличать друг от др 
Делу поможет выполнение 
1а. Записать одно уравнение в виде со 
Е 
= о | е=ри@=?). 
=> 
16. Записать совокупность двух решений (уравнений) в виде 
одного уравнения: 


мы обозначаем различны" 


стема» и «совокупность» 
НЫМИ соответственно пе- 


1 Здесь и далее понятия «си 
ной скобками, поставлен 


ми знаками: фигурной и квадрат 
ред и после выражений. 
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258} 
2 
2а. Записать решение неравенства в виде системы двух нера. 
венств: 


2; $5 @<206@>3); <<» 


26. Записать систему двух неравенств в виде одного неравенства; 


р —1<х 
> 5) , Ре 
ое | 19 ( я = 1) 


За. Заменить неравенство равносильной 


совокупностью двух 
неравенств: 


[#1>2; 2} @>306<?. 


36. Заменить совокупность двух неравенств равносильным одним 
неравенством: 


р? л<— 4]. = 
а | «<—40(4<». 


Я] 
Е: 
Хг=4 
+4 
Рис. 38 


Полезно также решать упражнения в комплексной записи, 
иллюстрируя решение на одном рисунке (рис. 38): 


1х1 4; 1) а | &<—40(>4.. 


“| &=—4906,=4, 


3) п “> —91@“<4) (—-4<х<4. 


В результате таких упражнений должна 


и: быть осмыслена сле- 
дующая пара суждений: 


[х| 2 4 х>а]. ха ] 

@-а 
| х<а [х<а, 
—=х<=а из —а. 


Правило это можно записать так: 


> б больше 
Если в неравенстве |х| За берется знак больше (>) 


‚ то ре- 
меньше (<) 


совокупности 
вЫ 


ится к неравенств а графически оно 
шение свод системе р ; раф 


двух лучей (бесконечных интервалов) 
предетавляется не одного отрезка (конечного интервала) 
Очень важно заметить, что эти соответствующие два упражнения 
являются равносильными: из первого следует второе, а из второго— 
первое. Это можно выразить наглядно так: 


|х| > а |х| <а 
У И 

х>а ] —— 

х<—4 ха 


Следующий этап усложнения заданий — это решение м 
уравнений со знаком модуля. Удобно здесь освоить еди у 
ритм их решений методом замены неизвестного. 

Пусть дано комплексное упражнение: 


[ГЫ З. 
< 


Обозначим: у = = 5. 
Хх р 
— робно: 
Имеем: УЕ 3; на первых порах пишем намеренно по, бно: 


: 4,5 
3]: >33 |153 ; я—8, $ 
1) [У] 3; аа т! ЕО и | 

х=4, 
3 .... 5248 

= 3; Я — |. р Г 
2) [у] а +45, 
о. Е ^ 

911% [925.... х 
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ем ассуждений. 
Приведенная запись показывает подробную р = т упражне- 
о : ствии решение может быть свернуто: ея упражнений. 
послед жем сразу записать ответы двух и требуется соста- 
ме тн а В ана а решением был ко- 
ВИТЬ ео вида |х + а| < в» Чтобы 
нечный промежуток 
#4, х<6 
х<б; ии 4< ; 


тельно так: 
Преобразуем неравенство последова 


21 < 
Е \ х+а<5; 2. 
в ь 
р-на 


Должно же быть: 
Значит, имеем: 


Откуда получаем: а = —5; В Е 

Итак, неравенство \х—5]|<<1 имеет решение: 4 < х < б6. 

Из этой задачи выводим следствие: решением противополож. 
ного неравенства |х — 5] >> 1 является оставшаяся совокупность 
областей числовой оси: (х < 4) | (х>6. 

Пусть теперь требуется составить неравенство вида |х а>ь 
такое, чтобы оно имело решением не систему, а совок Упность 
областей: х—< з | 

9 

Сначала решим противоположную задачу, а именно составим 
неравенство | х -- а| < 6, решением которого является система 
неравенств: | х>-7Т. 

=: 
Удобно записать далее так: 


[х-а| < в 
—б—а<х<б—а 
—7<х<3. 
Откуда получаем: 


р - 


Или: а=2; В=5. 
Тем самым искомое неравенство построено: 


. х<-7Т. 
21551: ] 


В приведенных упражнениях мы рассматривали простейшие 
совокупности 
- _____  Неравенств, нужные лишь для овладения важными 


объединения 
общими понятиями 2” ?единения. множеств. 


пересечения 

В традиционной школьной математике, к сожалению, исполь- 
зуется лишь понятие «система» (неравенств, уравнений); базируясь 
на одном понятии «система», невозможно добиться цели ознакомла. 
ния с общелогическими приемами, восходящими к методам теории 
множеств. 

Дальше покажем возможности логического обновления упраж- 
нений посредством применения метода одновременного использо- 
вания понятий совокупности и системы неравенств, 
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системы 


Пусть даны два множества точек: 
ев я 3 
\ Г не Хх 4,5) (рис. 39). 


<!) (рис. 40) 


Е! 
и 


+1 Е 
М=М,ИМ> 
М (х<- 1,5; х>4,5) 


№(-3<х<1) 
Рис. 40 


Объединение множеств М и М охватывает точки, которые нахо- 
дятся хотя бы в одной из областей; обозначим это так: 


$ = МИМ; 
$ = (х< ПЦ (х>> 4,5}; в: (рис. 41). 
5, (х<1) М» (х>4,5]} 
НЕ 4,5 

$=мМимМ 
$ =5,ИМ> 

5(х<1; х>4,5) 

Рис. 41 


охватывает точки, которые нахо- 
ее Е оби леванно: пересечение множеств 
обозначим так: = 
В= МПМ=(—3<»П(<— 1,5) = &(—-3<х<— 15} 
Е, 
| к 1,5 (рис. 42). 
В символах теории множеств это выглядит так: 
5=МОМ=5:0М, (см. рис. 41), | 
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Е 
К=Е МОМ 
А (3<х<-1,5] 


Рис. 42 


Превращение совокупности совокупностей в одну совок 
ность, которую мы видели в предыдущем решении, в символах тео, 
рии множеств можно изобразить так: ? 


(МОМ) им = М.М, М (рис. 43). 


Рис. 43 


При решении подобных упражнений может встретиться проти- 
воположная операция, когда система систем заменяется одной 
системой: 


(М. ПМ) ПМ = М, ПМ, ПМ ис. 44). 


(Обратим внимание на двойственность этих формул: при взаимо- 
замене двух символов []==|) первое равенство превращается во 
второе, и наоборот.) 

Превращение системы, содержащей совокупность, в совокупность 
систем, с которыми мы встретились в последнем примере, графичес- 
ки показано наглядно на рисунке 45 и в теории множеств записы- 


вается так; 
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те ре антиян, 


фа 


А 


(М, ПМ) (МЬ ПМ) 


о 


В символах пересечения и объединения множеств противополож- 
| ная формула выглядит так (рис. 46): 


ретиться прил ] 
меняется од 


} 


— > 


(м, пы») им (м, им) п(М2им] 


Рис. 46 


едыдущей и 
(Обратим внимание на взаимопревращаемость ити а | 
последней формул при взаимозамене знака пер 


Н 
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По рис. 41 легко видеть, что совокупность уравнений 


имеет четыре решения: 
Е 
№ 


Очевидно, к этой совокупности уравнений сводится Уравнение 
([х— 1,5 - 3) ([х-+1!—2)=0. 


По тому же рисунку видим, что система уравнений 


1х — 1,5143 =0, 
и 1—2 =0 


не имеет ни одного решения. 

Возникает законный вопрос: какова польза от подобных аналити- 
ческих решений, когда на рисунках все это может быть получено 
гораздо быстрее? 

Ответ известен читателю: аналитическое решение оказывается 
прекрасным средством ознакомления со спецификой некоторых 
операций теории множеств, с силой ее символики. 

Это тем более важно, что теперь с понятиями теории множеств 
пытаются знакомить школьников уже в начальной школе. 

Мы также видим, что различные символы хороши на своем мес- 
те; умение переходить от одного к другому содействует важному 
качеству математического мышления — его формализации. 

Отнюдь не случайно при обычном аналитическом решении таких 
упражнений без специальных символов при всей многословности 
рассуждений учащиеся все же решают их неуверенно, с ошибками, 


ГЛАВА 111 


КВАДРАТНЫЕ ФУНКЦИИ, УРАВНЕНИЯ И НЕРАВЕНСТВА 


1. 0 ВВЕДЕНИИ ПОНЯТИЯ «КВАДРАТНОЕ УРАВНЕНИЕ» 


Ознакомление с новым понятием «ква 
учебниках (а вслед за учебником, кон 
проводится в дедуктивной форме. 

Так, например, в учебнике А. Н. Б 
начинается сразу с определения: 

«Уравнение, в котором левая часть — многочлен второй степени 
относительно неизвестного, а правая — нуль, называется уравне- 
нием второй степени или, короче, квадратным. 

В нормальном виде квадратное уравнение записывается 
так: 


дратное уравнение» в 
ечно, и Учителями) обычно 


арсукова изложение темы 
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ВОЛИКи, 
ИЯМИ Теории инонн 
Чальной школе, 
_ Хороши на свое а: 
содействует важни 
рмализащи, 
ческом решении тат 


ах?-- рх Не=о 


“ 


где а — любое неравное нулю чис 
неизвестное» (А. Н. Барс уков. 
М. «Просвещение», 1968, стр. 225). 

Однако более целесообразным представляется и; 
дение этого понятия на основе расширения на индуктивное вве- 
первой степени». . онятия «уравнение 

Ученикам известно, что замена числового 
ем, не содержащим произведений не 
нию первой степени. 

Напишем произвольное числовое тождество: 


20—13] -5=5. 


Пусть х= 3 (правую часть тождества преобразуем так: 
5=х- 2), тогда числовое тождество 20— |3]. 5 = 5 преобразуется 
в уравнение первой степени 20 — 5х = х-Ё2, которое имеет одно 
единственное решение: в самом деле, при решении составленного 
уравнения найдем, что корень равен 3, т. е. числу, заранее наме- 
ченному. 

Далее учитель ставит проблему: что получится, если мы подоб- 
ное преобразование числового тождества в уравнение выполним, 
используя квадрат числа? 

Пусть х = 3; тогда х2= 9. 

Напишем какое-нибудь числовое тождество, используя числа 
Зи 9: 


ло. { б 
до, бис — любые числа, ах — 


Алгебра для У1—УШ классов. 


тождества уравнени- 
известных, приводит к уравне- 


9+3 — 12 = 0; 
32-- 3 — 12 = 0. 
Произведя замену чисел соответствующими неизвестными, по- 
лучим уравнение второй степени: 


Ех 19 = 0: 


На вопрос, каков же будет корень нового уравнения, учащиеся 
отвечают: х = 3. 

Однако единственный ли это корень? 

Проверкой убеждаемся, что х = —4 тоже удовлетворяет со- 
ставленному уравнению. 

Ученикам есть чему удивиться: намечали одно число в качестве 
корня, а их оказалось два. Е 

Так выясняется, что уравнение второй степени, — качественно 
иное уравнение, чем известное им уравнение первон степени. ых 

У учащихся возникает естественный вопрос: как = все- Е 
составить такое квадратное уравнение, которое р се ре 
намеченный корень, а два, хотя бы те же самые: х = = же 

Напишем два уравнения первой степени, имеющие У 


НЫе корни; 
201 


#—8 = 0: 
х-+4 = 0. 
Задача выступает в новом свете: как же два линейных 
преобразовать в квадратное? 


Перемножим в этих уравнениях отдельно левые и отдельно п 
вые части: 


Уравнения 


ра- 
(х— 3) +4) =0- 0. 
Получим искомое уравнение второй степени; 
х-- х— 12 = 0. 


Затем учащиеся самостоятельно формулируют определение по- 
нятия «квадратное уравнение». 

Итак, целесообразно не начинать, а заканчивать этот Урок оп- 
ределением квадратного уравнения, т. е. идти не от анализа гото- 
вого уравнения, а от синтеза его. 

Рассмотренный метод введения сложного уравнения на основе 
более простого, известного ранее уравнения имеет то логическое 
достоинство, что обладает общностью. 

Полезно показать учащимся, что таким путем можно составить 
уравнения кубические, четвертой степени и т. д. 

Например: х‚ = — 1, ЕЙ 0: 

ж=— 9, 2 == 10 
ж = +2, х— 2 = 0. 
Или: (х - 1) (2—4) = 0; 
хз х2— 4х —4 = 0. 

Наметив так заранее корни, легко составить уравнения, имею- 
щие сколько угодно корней, но решить произвольное уравнение 
весьма трудное дело, и эти уравнения изучаются лишь в курсе 
высшей математики. 

После введения понятия «квадратное уравнение» ставится зада- 
ча найти способ вычисления его корней. 

Логичным представляется вывод этого правила разложением 
левой части на два множителя (ведь квадратное уравнение мы 


составляли на исходном этапе перемножением двух линейных 
множителей): 


ах ох с = 0; 


, 


а их+ = =0; а +2 0; 


авнения, ие. 
оное уравнеий: 
лишь ВЮ 


Славия 


ложе ие 


а3 
‚ нение и 


о 


("+ 8 Не Убе \ о Иа 
2а тЫ Зе 2 че Е 0; 


и ДЕ. 


За да 


„Полезно показать второй способ решения квадратных уравне- 
ний методом неопределенных коэффициентов. 
Дано уравнение ах?-- 6х -Е с = 0. 


Или: юн ее Е, 
а а 


Приведем последнее уравнение к виду: 
(х -Е р)2— Е?= 0. 


Если нам удастся выразить ри Ё через коэффициенты 6, а, с, 
то уравнение решается через разложение левой части по формуле 


разности квадратов. 
[&-Ер)— А: Р-Я =0. 


Хер Ё=0; д=-р-®; 
ХЕрЕ= 0; я. = —р—. 
Раскроем скобки в искомом выражении и подпишем его под 
исходным уравнением: 


реа 
а а 


2 р 2рх- 0 — № 0. 
их и свободные члены, имеем: 


Приравнивая коэффициенты при х 


ь 
о 2р, или Р = ор 


—_ 


1 См. $2, страницу 205. 


Подставив в выражения для х; И х2 значение р и одно из знаце 
ний Е (например, №5), получим искомые корни: 


Хх 


Первый способ вывода формулы решения квадратного урав. к 
нения строго синтетичен и потому трудно усваивается учащимися: и 
второй же способ подкупает своей аналитичностью, наличием зара- 1 


нее составляемого плана (решение разложением левой части по фор- 
муле разности квадратов), а такж> весьма удачно знакомит 
учащихся с сущностью метода неопределенных коэффициентов. 

Метод неопределенных коэффициентов имеет столь важное 
познавательное значение при своей логической прозрачности, 
что заслуживает широкого использования в средней школе. 

Без него органическое внедрение творческих, синтетических уп- 
ражнений в практику обучения затруднительно. 

При изучении квадратного уравнения весьма просто ввести 
символы математической логики: знак объединения (()) и знак 
пересечения (|). 


Пусть решается система двух уравнений: 


[ху=8, 
[х — у= 6. 


Бесконечные множества пар чисел, удовлетворяющих каждому 
уравнению в отдельности, таковы (они суть координаты точек, ле- 
жащих на соответствующих прямых линиях): 


Е ту=8] &—у=б 
0,5 + 7,5 = 8 (0,5; 7,5); 6—0=6 0: 
в —1=а (1; 
(6; 5): 75 —15=6 (7,5; 1,5); 
(; 1; о 


6 (10,5; 4,5); 


Общей парой для обоих множеств является пара чисел (7; 1} 
что и представляет решение системы уравнений (рис. 47) ме 

Поэтому можно сказать: решение системы уравнений есть пере- 
сечение множеств групп чисел, удовлетворяющих каждому урав- 
нению в отдельности. 


Эту мысль записывают так: (х -- у = 8) П &—у= 6) = (7; 1). 
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просто ват 


В противовес: решение квад 
множеств решений, удовлетворяющих 
нений, на которое оно распадается. 
эх — 12 =0, 
(«—3) +4 =0; 
х—3=0, |х-4=0 
(3) Г Са). 
Эту мысль записы- 
вают так: 
(Ах — 12 =0 = 
= (х—3 = 0) 0 (х- 
+4=0 = 6; —4). 


ратного у равнения есть объединение 


каждому из линейных урав- 


В данной связи заме- 
тим, что постепенное 
внедрение элементов ма- 
тематической логики в 
удобных местах в любом 
классе имеет, несомнен- 
но, положительное зна- 
чение для развития 
обобщенного мышления, 
умения формализовать 
суждения. Ра 


2. СОСТАВЛЕНИЕ УРАВНЕНИЙ, ПРИВОДИМЫХ К КВАДРАТНЫМ 


Выше мы рассматривали способ составления уравнений, обла- 
дающих различными свойствами, по аналогии с решенным уравне- 
нием; этот прием применим и в данном случае; ВЫПОЛНИТЬ ЭТО МЫ 
предоставляем читателю. 

Здесь мы рассмотрим другой пут 


методом неопределенных коэффициентов. 
Пусть нужно составить уравнение с дробными членами с посто- 


ронним корнем х = 2. 
Напишем, например, такое уравнение с неопредел 


фициентом во втором члене: 
х 


х-—2 
Это уравнение приводится к ВИДУ: 
+ х-+А = 3х — 6. 
Найдем значение А при Хх = 2: 
4 2+А=6— 


ь — составление уравнений 


енным коэф- 


А оао 
Нико +! 


6; А = —56. 
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пм иефы поет телам т олниетьо ыы ть 


Итак, искомое уравнение имеет вид: 
х 6 г 3 


х—2 р В (1) 
Уравнение (1) имеет только один корень (х = 0); второе нае. 
ние неизвестного (х = 2), получаемое при решении (1), не Удовлет. 
воряет этому уравнению. 
Найдем значение А при х = —1. 


х2 +х-+А 
1—1 -А = 


Хх 
Уравнение —— — 
х—2 


(2) 


имеет один корень: х = 3; второй корень х = —1[ не удовлетворяет 
ему. 
Составим теперь уравнение, решение которого сводится к квад- 


ратному уравнению, причем оба корня его будут посторонними для 
исходного уравнения. 


Пусть искомое уравнение имеет ВИД: 
х С Ь 


В ОВЕВ Г 


Освободившись от знаменателя, имеем: х? + х С = рх—9р. 
Подставим сюда значения х = = 

аА-+2а-С=0; 

1—1-+С=—Ь— 25; 
Итак, уравнение 

СЫ 6 Е 
О 1 
не имеет ни одного корня, хотя и приводится к уравнению 


и (—2=0. 


Уравнения (1), (2), (3) охватывают все возможные виды уравне- 
ний, приводящихся к квадратным, но не равносильных выводным 
уравнениям. 

Существует много интересных упражнений, связан 
метрическими уравнениями, приводимыми к квадрат. 
НИЯМ. 


Среди задач по «Конкурсу выпускников», проводившемуся га- 
зетой «Комсомольская правда» (от 2/1 1963 г.) под руководством 
академика А. Н. Колмогорова, предлагалось решить уравнение 


(х°— а)— 6х -- 4х 2а = 0. 


ных с пара- 
ным уравне- 
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я 


Один из способов решени 
что уравнение (Г) сначала 
носительно параметров: 
20 -- 91 — 649 4х Ра, 
2—2 (1—1) ба 


Я этого у 


равнения 
рассматри заключается в том, 


В ^ 
ают как квадратное, но от- 


- 4х = 0; 
я = етсяи 
аа = Х— 1 У 4—4 Г. 


аа = 2—1 (2х — 1). те 


4 
Хх - 6—4. 


Таким образом, уравнение ( 


1) распадае 
тся н 
уравнения относительно х: а два квадратных 


®-- 2х —а—2=0; 


ао ау) 


(У) 
Решив (ТУ) и (\), получим корни исходного уравнения: 

жа = — 1 Уа+3; 

хи = 1+ Уа-+1. 


Ответ. Уравнение (Г) имеет: 

1) четыре действительных корня хи, х», х., х, при —1 < а; 

2) два действительных корня хи, № при —3 <а< -—1; 

3) не имеет действительных корней при а < —3. 

На занятиях в кружке интересно рассмотреть вопрос о состав- 
лении уравнения, подобного уравнению (1), решаемому тем же при- 
емом. 


Рассматривая этапы решения, мы видим, что для этого надо 
начинать с составления выражения вида (П!), например: 
6:2 2 ЕЕ (3х — 1). 
Далее записываем два квадратных уравнения с параметром 6: 
ж-3х— 6+1 =0; 
х— 35—63 =0. 


а ение 
Перемножив левые части этих уравнений, пору ВР 


четвертой степени: : 
мБ м 6+ 4643 =0 


2. Ь 2 2 46 3 0 1 
ИЛИ Я — }— 5 6х — + —=5. ( ) 
равнение Т емом что и у авнение (1). 
’ УР 
(1 ) решае ся тем же при и 


Среди иррациональных уравнений, приводимых к Квадратн 


аточно ь 
заслуживает внимания еще один вид, достаточно прозрачный дл 


анализа. 


Речь идет об уравнениях, которые можно привести к Иду. 
у?-- цу -- а>= 0, где у в свою очередь представляет квадратный 


трехчлен: у = вих?- 6х - 6.. 
Пусть дано уравнение 


х? — 2х А Ух?—2х- 6 = 
= 10 (1) 
Если бы решали это уравнение 
освобождением от радикала, 
то получили бы уравнение чет- 
вертой степени. Поступим иначе. 
(Читаем сверху вниз.) 
Обозначим: 


Их — 2х Еб=у(у> 0). (Ш) 
Тогда х? — 2х + 6 = у?. 
Имеем: 
2 — 24-6 —4=у?з; 
о (Ш) 
Подставив (П) и (ПП в исходное 
уравнение (Г), имеем: 
у’ — 2 у= 10, 
угу 12 =0; 
У 9—3) =0; 
| у = —4; 


ИЛИ 


Условию (ШП) удовлетворяет 
лишь второй корень. 
Имеем далее; 

в 05. 
х — 2х —3 = 
&—Пы-3) = 0; 
8 
Уравнение (1) имеет эти два 
корня. 


Сравнивая уравнения (1) и (1а), 
вительных корня, второе — четыре действительных ко 
которых находятся намеченные корни. 

Предлагаем читателю составить уравнение вида (0), 
оно имело четыре заданных решения, например: 


ж=-—2; 
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х = —1; 


Пусть теперь требуется соста. 
вить уравнение вида (1), такое 
чтобы его действительными кор. 
нями были числа: 

ЧЕЙ 

Решая уравнения (1), полу- 
чим следующую последователь. 
ность операций (читаем снизу 
вверх): 

ВИ 9х 418 =0. (а) 
Уравнение (Та) получено: 
Хх? — 2х — 4— 
—8 Их — 24 12 = 0. 
Заменим в нижнем выражении 
У?иу через (ПТа) и (Па): 

У’ — 8У- 12 = 0; 

(у— 6) у—2) =0; 


У: =6 (вводим лишний 
корень); 
У» = 2; 


Их — 2 —4=у; 
х* — 2х —4=у 


(Па) 
, (Ша) 
Хх — 2х —4 = 2, 
№ — жх—8=0 
© -Ча+2-0; 
ЖА == 4, = —9. 


Е] 
2 
‚ 


ВИДИМ: первое имеет два дейст- 
рня, среди 


чтобы 


Е ВИ 


3. 0 КЛАСС 


ИФИКАЦИИ КВАДРАТНЫХ УРАВНЕНИЙ 


1 
\ не 
№ ‚Правильная и исчерпывающая к сифика! 
тий имеет существенное значение для з: ация изучаемых поня- 
"и з ния материала (таблица на стр. 210) запоминания и вспомина- 
() м, По приведенной классификации полезн 
ла о № |) упражнения. “езно приводить логические 
: ых Я Например, следует обратить внимание г 
х, > чаи относительно характеристики Корней иа симметрические слу- 
7 у рнеи; так лу 
к (И, (Уи 0, Уи (ИО, ИХ) и (Х) аковы  слузаие Ей 
ИЯ ожно, например, учащемуся предложк 
. м) тредло. т, я 
то, | а) Прямая задача ль Следующие задания: 
й (ва, О квадратном уравнении известно: 
в 
ча 0-6 0-2. 0 
О | | 
-2х По формулам для корней выяснить знак чей 
НЫ нения. аки корней этого урав- 
‚Получен: 6) Обратная задача. 
Известно, что уравнение удовлетворяет следующим условиям: 
ы . „ 
4+ 1 = х1 > 0; < 0; | > |. 
жнем Выражени Определить знаки коэффициентов и дискриминанта, пользуясь м 
а) и (14; формулами корней квадратного уравнения. 
90 Для решения обратной задачи возможно выразить параметры 
к 1 уравнения, 6, с, А через корни: 
= 
НЙ 
водах 20 
к Ш 
-1=7 № 
4=}; Решения подобных задач иногда можно осуществить в форме 
в поиска по схеме классификации с последующей проверкой под- 
Ри робным решением. г м 
-1 (, Данная нами классификация квадратных уравнении ей = 
2 г г "< Чт |- 
6 одновременно и классификацией квадратных а 
2 ки зрения характеристики корней не 
вл. (всего насчитывается 1! существенно различных слуте ЕС 
й ; б исследовании квадратного уравн 
При изучении вопроса об и Вано 
ее лог! . 
полезно выполнить следующ сну — ах? 5х + си его дискри- 
Г Пусть дан квадратный трехчле! у 
й минант А = 5—4 ас. ИЕ о 
в ( Перефразируем известные теоремы © свойства? р 
| й 
кор трехчлена так: а ыЕ инимает зна- 
— ах? всп 
вх’ 9 1. Если Д >> 0, то трехчлен у = а т ох р 


чение, равное нулю в двух точках. — 


Е > 
ария тали чо ЕЕ 


ежа 


`. ель +. “ й 4 ь м ; 
ария омичи = ие 22 


[452] т 
ет 7 
едени“ 
- 
1 


; —_—_—_—Щ—_ 
Мвбозможно невозможно 
ЕЕ, ИИ 
Небозможие Небозможно 
т [620] [6=2] [20 | 
Ш Ш Т У И г еёоз- 
иожре 
а т Хх Хх 
Х,=х,=0 2,=2,<0 | т=т.>0 1,=0 1>0 1,>0 1,>0 2,>0 2,<0 4;>0 
4›<0 42=0 4><0 2›<0 2›<0 тд 2.>0 
И И О 
г 7 7 т И Е и т 2 р я р (21 и 


9. Если А = 0, то у = я 
нА 0. т я и В ОДНОЙ точке. 
/ точке трехчлен н 
у = 0). р ен не равен нулю 
Сформулируем обратные предложения: в 
1. Если у принимает значение, равное 
ло А > 0. ‚› равное нулю в двух точках, 
П. Если у = 0 в одной точке, то д — 0 
Ш. Если трехчлен не равен нулю ни в од 
Обратные теоремы доказываются методом от проти! 
Докажем, я предложение (1): ротиворечащего. 
ано, что квадратный 1 (Чл 
в в двух ии. прехчлен принимает значение, равное 
Требуется доказать, что дискриминант больше нуля 
Допустим, что это не так. Тогда возможны два случая: 
ы а) А = 0, но тогда согласно прямой теореме (2) у —_ КЕ -- 
в одной точке, что противоречит условию. 
6) А < 0, но тогда согласно прямой теореме (3) трехчлен не ра- 
: вен нулю ни в одной точке, что опять противоречит условию. 
Остается принять, что у = 0 в двух точках. 
ы В литературе иногда встречаются ошибки, связанные с поня- 
тиями «необходимые» и «достаточные» условия (прямая и обратная 
я задачи). “3 
Структуру любой задачи или теоремы можно изобразить в фор- 
ы ме: Д -> В, что означает: если дано (известно) А, то выполняется В. 
В терминах необходимости и достаточности это означает: 
1) А является достаточным условием для существования В; 
2) В является необходимым условием для существования А. 
Два последних суждения выражают содержание одной и той же 
‚ ’ Теоремы А - В. 
В практике обучения принято называть суждение А условием, | 
а суждение В — заключением теоремы. 
Поэтому если речь идет о нахождении условия для же. 
ы некоторого положения В, то логично это понимать как тре те 
найти достаточные условия для выполнения В, иначе а: ка 
требование определить условие А в умозаключении 
заключению В восстановить условие А). д Должно удовлет 
Говоря по-другому, найденное положение А Дол у | 
ворять смысловому обороту: если А, то В. ее 


ки 
Однако в литературе часто отче требуется 

с чному с 

ловоупотребление, когда по То В А >В), а вместо этого про- 


найти достаточные условия А Для й 
} ‚словий 
цессе решения И к нахождению необходимых У | 
Для Е и: Л 
м к я на разборе одного пр 
мера | 
н з |. стр. 66) помет } 
В журнале «Математика в Школе» (1900, № ых упражнений = ГИ 
ста’ одном 
тья А. Г. Бекназаряна «Об од 2и | 
— 
| 


р & 


77/79 


одной точке, то Д < 0 || 


о ео ее УСС ое НООВНИИНИИ 


ИХ 


бки покажем 
омещена 


квадратные уравнения». В этой статье доказывается следующее 
любопытное свойство квадратного уравнения: 

«Еслиа- В + с = 0, то один из корней уравнения ах?-- вх 
+ с = 0 равен единице (х, = 1), другой корень равен отношению 


| с С 
коэффициентов |х, = = Доказать это просто. Положив х, 
получим: ах? -- 9х, е=а-ьтс= 0; 


ЖА. = № = —». 
а 


Приведенное доказательство неверно, ибо в нем доказывается 
не то предложение, которое следует доказать, а ему обрат- 
ное. 

Доказательство должно быть таким: 
дано ах?-- 6х Ес =0 (1. По условию а -- В +е=0 (1). Из 
(11) определим с (с = —а— 6) и подставим в (1: 


а (2—6 (х—П=0; 
(х— 1) (ах фа 9 =0. 


Отсюда имеем: 


4. 0 РЕШЕНИИ УРАВНЕНИЙ С ИССЛЕДОВАНИЕМ 


Решение параметрических уравнений целесообразно в отдель- 
ных случаях доводить до конца, т. е. завершать исследованием. 
С этой целью полезно показать ученикам всю градацию усложне- 
ния задания, исходя из простейших форм уравнения. 

1. Пусть дано уравнение 


2(а — 3х) = 3х — а). (п 


5 
Озвет == с 


(Г) 


Уравнение (1) не имеет знаменателя, и поэтому нет исходных 
ограничений для параметра а. 

В выражении для корня уравнения (Г’) параметр содержится 
только в числителе, поэтому нет и дополнительных ограничений, 
накладываемых на параметр. 
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2. Усложним уравнение (1) так, чтоб 
ограничения, связанные со ст». . ТО0Ы появились исходные 


труктурой ур: п 
таточно уравнение задать, а о Для этого дос- 


3 


(п) 


Знаменатели уравнения (11) не 


могут р 
Поэтому исходные ограну ут равняться нулю. 


ичения будут следующие: 
х—@а 520, или ха; (А) 


а — Зх = 0; ЕЕ 
или Хх = - (в) 
ба ( 


Ответ х= |1) при ограничениях (А) и (В). В ограниче- 


ниях (4) и (В) связаны значения неизвестного и параметра 
Надо же исследование уравнения доводить до получения огра- 
ничений, наложенных только на параметры. 


Чтобы добиться этого, надо значение корня х = ЗЕ подставить 
9 


в исходные ограничения (А) и (В). 
Имеем: х=-а (А). 


Тогда - 5 ИХ 


Отсюда а =2 0. 
а 
То же самое получим из второго ограничения: х == о 


а 0. 
Таким образом, вместо двух «предварительных ограничений» 
(А) и (В) имеем одно «конкретное ограничение» а = 0 (А). 


5а 
Ответ. х= а аз 0. 
3. Усложним уравнение (И) так, чтобы, кроме исходных огра- 
ничений (А) и (В), появилось дополнительное ограничение (С). 
Для этого уравнение (1) заменим таким уравнением (111), чтобы 
в выражении для корня параметр а попадал в знаменатель. 


Пусть мы составили следующее уравнение: 
(Ш) 


(Г) 


ые огра- 


Для уравнения (1) существуют те же «предварительн 
ничения» (А) И (В). 


Е чаем 
Кроме того, из формы выражения для корня (Ш) полу 


Дополнительное ограничение: а + 95° 0; @ 7 не 213 


Затем предварительные ограничения (А) и (В) приведем к т. 
ретным ограничениям. 


Имеем: х = а, (А). Тогда =: 5 а; а? ба 2 а? 9а; 


а = 0. 


То же самое получаем из ограничения (В). 

Итак, окончательно: 

Уравнение (1) имеет корень (П1’) при а 5= —9 (С) иа-20 (4). 

При изучении квадратных уравнений в УП классе достаточно 
ограничиваться исследованием уравнений с одним параметром, на. 
пример таких: 


1) 2 — бах + 10=0; 
2) х— 8х с = 0. 


В методической литературе иногда встречаются неточности при 
изложении вопроса о решении уравнений с исследованием. 

В книге К. С. Богушевского и К. П. Сикорского «Методические 
указания к преподаванию алгебры и геометрии в УПТ классе» 
(Учпедгиз, 1958) рассматривается решение следующего уравнения: 


2а--т 2а — т 
ах а—х 


Ответ. хо = т- а. 


Далее авторы книги пишут следующее: 

При решении этого уравнения «недостаточно указать, что реше- 
ние производится при условии х == а и т =^ 0. Решение уравне- 
ния приводит к х=т-а. 

Подстановка этих корней в общий знаменатель пца - х) @—х) 
дает дополнительное условие: т 52 Е 9а» (подчеркнуто мною. — 
О) 

Отметим следующие неточности в этом указании: 

Условия х 52а (А); хе —а (В) являются по нашей термино- 
логии предварительными ограничениями, наложенными по сущест- 
ву не на параметр а, а на значения корня (значения неизвестно- 
го Хх). 

Подставив в эти неравенства корни х, = т-а; х. = т— а, 
мы получаем-не дополнительные ограничения, как считают авторы 
книги, а конкретизацию тех же ограничений, а именно: 

при подстановке х; в (А) получаем ограничение: т 520 (С); 

при подстановке х,› в (А) получаем: т = 2а (А’); 

при подстановке х; в (В) получаем: т == — 9а (В); 

при подстановке х»› в (В) получаем: т = 0 (С). 

Таким образом, ограничения т = 2а (А’), т-е—2а (В’) яв- 
ляются лишь иным выражением тех же ограничений (А) и (В), 
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зать, ор | 
эдение Ут" | 


связывающих между собой нехиа а са 
Понятно также, что значение ое: ры ти а. 
не в общий знаменатель (а -- х) = а равильнее подставлять 
ничения (А) и (В). ‚ ав предварительные огра- 
Приводим полный ответ к этом 
упоминавшейся книге. 


1. Начнем с того, что при 
ь решении исходног 
: } о уравн = 
ходится обе части производного Уравнения делить г р р 
мым последующие рассуждения относятся к случаю а 520 ее 


Если же положить а = 0 
‚ ТО исходное ура : 
в следующее тождество: ь уравнение вырождается 


У уравнению, который не дан в 


Таким образом, при а = 0 уравнение 


2а | т 2а —т 2а 


ах а-х т 


имеет бесчисленное множество решений (х — любое число). 


2. При т == 2а, т == —2а, т = 0 уравнение имеет два корня: 
та; »=т а. 
.При т=-0, т=2а уравнение имеет один корень: 
т - а = 3а. 
4. При т=20, т = —2а уравнение имеет один корень: 
=т— а = —3а. 
5. При 1 = 0 уравнение не имеет ни одного корня. 
Чтобы учащиеся поняли различие этих частных случаев, уме- 
стно иногда предложить им подобрать параметры, соответствующие 
этим случаям, например: з 4 


и. 


1. Пусть т = 2, а = 3. Имеем уравнени З+х 3—х 


корни: ж = 5; ж = —1. 
Здесь корни вычислены без р 
общему выражению корней (\л 
2: Шусть ИЯ, А ТОХА, 


м = 3. 
При этих значениях 
Я и корень х», выпадает. 


ешения исходного уравнения по 
= т-а; № = т— а. 
— | имеет один корень: 


ние вырождает- 


параметра исходное уравне 
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5. СОСТАВЛЕНИЕ СИСТЕМЫ ДВУХ УРАВНЕНИЙ ВТОРОЙ СТЕПЕНИ 
С ДВУМЯ НЕИЗВЕСТНЫМИ. 


Как известно, систему двух уравнений, одно из которых второй 
степени, а другое первой степени, всегда можно решить элементар- 
но, например подстановкой значения одного неизвестного, опре- 
деленного из линейного уравнения, в другое. 

Рассмотрим обратную задачу о составлении системы, имеющей 
определенные решения. 

Пусть требуется составить систему вида 

[ ах-- ху - су-Рах + еу- {= 0, 
| тхРлу-Ё=0 
так, чтобы она имела решение: х, = —9, у = 1. 
Чтобы выполнить это задание, достаточно написать два числовых 


тождества с учетом значений неизвестных при произвольных коэф- 
фициентах: 


| (— 2+ 2.(—2).(+ 1 + 0.(+ 1 0-(—2) + 3-(+ 0 =3, 
3—2) + 2(+10=—4. 


Далее преобразуем систему тождеств в систему уравнений: 
| х2-- 2ху + Зу = 3, 


Зх--2у= — 4. 


Решив составленную систему, получим намеченное решение: 
(м =—2, у, = +1 и, кроме того, второе решение, которое нами 
не было намечено заранее. 

Поскольку первое решение системы было выбрано в поле ра- 


циональных чисел, то и второе решение должно состоять также 
из рациональных чисел. 


Пусть решена следующая система уравнений: 
(и—2 у—Э=ь 
2 _ Ответ. (3, 4) и (1, 2). 
у 

Затем ученикам можно предложить составить систему того же 


вида, причем одно из ее решений должно быть (5, 6.) 
Учащиеся конструируют по аналогии два числовых тождества: 


(5—3 @—2=8 


Затем пишут соответствующую систему уравнений: 
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Решив составленную систему, 
действительно одним из решени 
пара чисел (5; 6). 

Кроме того, находится второе р 
ранее не намечали. 


ученики убежд. 


И аются в том 
ний системы оказыв "_- 


ается намеченная 


ешение (1; —52), которое мы за- 


8, СОСТАВЛЕНИЕ СИММЕТРИЧЕСКИХ СИСТЕМ УРАВНЕНИЙ ВТОРОЙ СТЕПЕНИ 


Алгебраическое выражение назь 
сительно хи у, ес 
становки хи у. 

Таковы, например, выражения: 


вается симметрическим отно- 
ли числовые значения его не меняются от пере- 


ХУ; 8+ уз; 3х — 2ху— у; Е У Е ти др. 
Ру 7: 


Уравнение вида Р(х, у) = а, где а — параметр, назовем симмет- 
рическим, если левая часть его представляет симметрическое вы- 
ражение относительно хи у. 

Систему, состоящую из симметрических уравнений, назовем 
также симметрической. 

В школьном курсе алгебры решается значительное число сим- 
метрических систем. 2 

Пусть учащиеся решили симметрическую систему уравнений: 


ху = 12 
и получили ответ: (8; 4) и (4; 8). 
МКыо им предложить составить систему такого — ы но 
чтобы решениями были, скажем, пары чисел: (6; 3) и (3; 5). 
Сначала составим два числовых тождества: 
1 


Е: 
в 132’ 


Заменив числа 6 и 3 буквами х и У, 
систему уравнений: 


получаем симметр ическую 


Решения симметрической системы тоже симметричны (т. в 


ответствуют координатам точек, симметричных относительно бис 
) ь 


сектрисы первого и третьего координатных углов 
Циклично-симметрической назовем систему двух уравнений 
одно из которых получается из другого при помощи перестановки 


неизвестных хи у. 5 
Общий вид циклично-симметрической системы двух уравнений 
второй степени с двумя неизвестными таков: 


ах? фху -- су?-- ах ву=М; 
ау?-- бху -- сх?-- ау ех = М. р 


Циклично-симметрические системы двух уравнений второй сте. 
пени решаются очень просто, и поэтому они должны занять свое 
место в школьных упражнениях по алгебре. 

Для решения системы (Г) вычтем одно уравнение из другого: 


а(х— У) («У —с(«— У) +4 —У-еи—У=0. 
Все слагаемые имеют общий множитель (х — У), и поэтому 
(х— у) Уса =0; 
&«—Уу@—да+у-+а—@=0. 


Решив каждое из линейных уравнений х—у=0и (а — 0) (х + 
- у - 4—е= 0 совместно с одним из уравнений системы (1), 
мы найдем четыре решения исходной системы. 

Уравнения циклично-симметрической системы соответствуют 
взаимно обратным функциям. 

График обратной функции, как известно, получается из графи- 
ка прямой функции путем поворота чертежа вокруг биссектрисы 
первого координатного угла. 

Поэтому рассматриваемые системы очень просто решаются не 
только аналитически, но и графически. 

Как легко видеть, два решения (из четырех) системы (Г) состоят 

_ из равных значений неизвестных (х! = у; х› = 95); они соответ- 
ствуют точкам пересечения графиков взаимно обратных функций, 
лежащим на биссектрисе первого координатного угла. 

Составим систему вида (ТГ), имеющую решением, 
например, х! = у, = —2. 

Напишем произвольное числовое выражение и, подсчитав его 
значение, превратим в тождество 


2. 2) 3—2). (2) +4. (9) — С =—Ю. 
Легко написать теперь искомую систему: 


| 2х2— Зху + 4х — у= — 10, 
2у— Зху | 4у—х= — 10. 


Решение. Вычтем второе уравнение из первого: 
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2(%*—У&+у+5( 
[ о) -® 
Решение системы (1) | 


- сво) 5 
№ Е. дится к решению двух систем урав- 
я—у=0, 
2% — Зху + 4 —у=— 10. (И 
| 2х + 2-5 =0, . 
и | | 2х?— Зху + 4х —у=0. (16) 
мы Ответ. (би 2;—2}; 
ых ее: НА 
1. э | ы 4 ) (Ш) 
Е ть — —5 фи 
5) - - } 
у, И т 
ый. 1. СОСТАВЛЕНИЕ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ ВТОРОЙ СТЕПЕНИ, ЛЕВЫЕ ЧАСТИ 


КОТОРЫХ ОДНОРОДНЫ ОТНОСИТЕЛЬНО Х ну 


| Рассмотрим вопрос о составлении системы двух уравнений 
Она второй степени, левые части которых являются однородными вы- 
| ражени ями относительно хи у (т. е. таких, у которых в левой части 


НИЙ систе | ] имеются члены лишь вида ах”, 6х?, сху, а в правой части — посто- 
| янные числа). 

Ц соответст | Сначала пронаблюдаем, какой последовательностью операций 
решается такая система: 

чаетоя 181 | [2— 2у—у=2, (а) 


| хуу=4. (16) 
Умножив обе части уравнения (Та) на (—2) и сложив их с соот- 
ветствующими частями уравнения (16), получим: 


3у— 22 5ху = 0. (п) 
Поделим обе части на ху (х == 0 и У 0): 
31% 0." БО: 
у 


х 


(1) 


У г. 
8 => наидем 
Решив уравнение (ПТ) посредством подстановки °- 2, д 


(—3; —1; @; 272) и 
с однородной левой частью 
[Х относительно на- 


следующие четыре решения: 8; 1), 

(2; —2/ 2), т. е. корням уравнений т: 

соответствуют координаты точек, симметри 

чала координат. : 
Теперь рассмотрим, как же а 

нений второй степени с заранее нам им 
Для этого проведем преобразовани 


систему однородных УРав- 
нными четырьмя корнями. 
ратном порядке. 
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Пусть корнями составляемой системы должны быть следую. 
щие пары чисел: (==2; =1) и (4; +3). : 

Пусть первое уравнение будет ах*-- бху - су’= 4, где ат 
с, 4 — постоянные числа. ) 

Это уравнение должно иметь два решения: (2; 1) и (4; 3). 

Если оно имеет решения (2; 1) и (4; 3), то, как следствие этого 
оно будет иметь также решения (—2; —1) и (—4; —3). , 

По указанным двум условиям надо определить четыре коэффи. 
циента: а, 6, с, 4. 

Соответственно два из них мы сможем наметить произвольно, 
Пусть с, = 1; 4, =4, тогда 


Из этой системы определяем: а; = 


Итак, искомое уравнение 
—. 

8 
или 23х2— 34ху | 8у?= 32. 


= ху = У? = 4, 


Для наших целей необходимо составить еще одно уравнение 
вида а,х? -- бьху -- с>у?= 4, с иными, чем уравнение (Та), коэф- 
фициентами, но с теми же корнями. 

Итак, пусть с› = 2; 4,= 3: 

| -- 
аз. 16 -6,. 12 -|- 2.9 = 3; 


{ 4а, -- 26, =1, 
16а,-- 126,= — 15. 


Отсюда определяем коэффициенты: а›= 2: 
8 


Второе уравнение системы будет следующее: 
21:19 — 
а - 2у2= 3, 
или 21х'— 38ху - 16у?= 24. 


Итак, система уравнений 


23х'— 34ху - 8у? = 32, 
212— 38ху -- Тбу?= 24 


имеет заданные корни: (2; =1) и (=4; =3). 
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8. 0 РАЗЛОЖЕНИИ КВАДР 


АТНОГО ТРЕХЧЛЕНА НА МНОЖИТЕЛИ 


Разложение квадратного трехчлена 
но, является составной частью те - множители, как извест- 
Е Е ИЯ зад: 
фика квадратной функции и и задач по построению гра- 


Х исследования 
Пусть требуется разложить на множ в 


к ители трехч ‚2 
1-й способ. Решим ура . рехчлен х 
м уравнение х?— у 1к — 0. 

: НЕ 8х -{ 15 =0; 
м-р 16 Бо 
ЕЕ 


— 8х 15. 


Р-ев ы 


2-й способ (традиционный) сводится к 


выделению полно- 


4 < го квадрата: 
га 2 — 8% 15 = (**— 8х + 16) — 16+ 15 =( — 4—1 = 
: = &«—9— 1. 9+ = (9—3) 
| Как это ни удивительно, но выделение полного квадрата часто 
приводит к большому числу ошибок учащихся. 
У 3-й спосо О это метод неопределенных коэффициентов. 
у И Дан квадратный трехчлен х?— 8х -- 15; представим его в виде 
ПирЕ. 
| Итак, х?— 8х -{ 15 = (х + р)*— Е; 
еще одно уран! | х?— 8х + 15 = х? + 2рх 1 р— №. 
авнение (2, % Приравнивая коэффициенты при х, имеем: 
рир р 
р —8 = 2р, или р = —4. 
Приравнивая свободные члены, имеем: 
: 15 = р*— №; 
3 | 15 = 16 — №; 
Е 
|| 
и | Имеем дальше: 
| — = 4 = 
в. а Бяо 
1, Ле. в += -9е-3. 
8 да- 2рх + р" №. 


Пусть дан трехчлен х°— 6х 2 15 = 
а 0 в =9— №; 


Тем же методом получим: Р 
®= 6. 

Но квадрат числа не 
ратный трехчлен х°— 6% 

Упражнения по разложени 
неопределенных коэффициентов 
следующего материала (построен 
На и его исследования). 


может быть отрицательным, значит, квад- 


ножители. 
5 неразложим на м 
а ю 1 квадратного трехчлена методом 


весьма полезны для изучения по’ 
ие графика квадратного трехчле- 
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9. ЗАДАЧИ, РЕШАЕМЫЕ НА ОСНОВАНИИ СВОЙСТВ КВАДРАТНОГО лен 


При решении многих задач, как алгебраических, так и тож 
трических, приходится определять наибольшее и наименьшее а 
чения квадратного трехчлена. - 

Пусть дан квадратный трехчлен у =— х* -{ 10х— 17, 

Требуется определить: при каком значении х данный трехчден 
достигает максимума? з 

Для решения задачи преобразуем квадратный трехчлен, вы 


е Делив 
из него полный квадрат: 
у = —х?- 10% — 17 = — (2—2.5.х+ 75) + 
+ 25 — 17 = —(— 5) 8 = 8 — («— 5); 
=8— (х— 5)?. 


Правая часть представлена в виде разности, причем умень. 
шаемое (8) — постоянное число, вычитаемое (х — 5)*— перемен- 
ная величина, у — разность. 

Разность будет наибольшей, если вычитаемое наименьшее, 
т. е. равно нулю. Имеем при х—5 =0 (х= 5): у: =8—0=8. 

Итак т Утах — 8: При 5. 

Способ этот, основанный на выделении полного квадрата, 


оказывается для учащихся достаточно трудным из-за обилия пре- 
образований. 


Наиболее удобным, в силу прозрачности, способом решения 
этой задачи оказался опять метод неопределенных коэффициентов: 


у= —ж- 10х— 17; 
ЕЕ; 
= — 2 — 2рх— + Е. 
— 2р= 10; р=—5; 


и 


Итак, имеем: у = 8 — (х — 5)?. 
Остальное ясно. 
Рассмотрим обратную задачу: пусть требуется составить ка- 


кую-нибудь квадратичную функцию, которая, скажем, имеет ми- 
нимум (Уши = 10) в точке х = 3. 


Искомая функция будет следующая: 
у= Ю-З) +, 
Функция у = 10 — («— 3)*= —74- 6х + 1 имела бы в той 
же точке х = 3 максимум, равный 10 (ушах = 10). 
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10. по Е Г { 
СТРОЕНИЕ ГРАФИКА КВАДРАТНОГО ТРЕХЧЛЕНА 


В существующих учебниках а 
построения графиков функций ( 
трехчлена) применяется прие 
переноса графика. 

Сущность этого метода 


лгебры при объяснении способа 


в ь 
ы га числе И графика квадратного 
м, который мы назовем мето дом 


› как известно, св 
ха а ‚› сводится к следу { 
т 1. Трехчлен у = ах*-- 6х с преобразуют в в 
< о | [ 
‚ | у=а!х-+ = д 96 
2а) _ 4а 
| / зна Й 
з | — я таблицу значений координат нескольких точек 
‚ ы . Посредством сравнения значений координат, т. е. в основ. 
' № ном индуктивным путем устан фик -- 
) устанавливается, что график трехчлена 


[риа | = 2 ‹ ‚ 
у у = ах*-- 6х -- с можно получить, передвинув график функции 


— 52 Я 
ув направлении оси абсцисс на (: единиц и в направлении 


> / 


4ас — 5? ) 
единиц. 


/ 


оси ординат на 
4а 


При этом методе приходится тратить много времени на построе- 
ние трех одинаковых кривых, а именно: 

1) параболы у = ах°; 

2) затем параболы, смещенной в направлении оси абсцисс; 

3) и, наконец, той же параболы, смещенной в направлении 
оси ординат. 
| Кроме того, при этом способе приходится составлять таблицу 
) значений функции для каждого нового случая; общий прием по- 
| строения графика здесь появляется лишь в конце изучения темы. 

Как показывает практика, более целесообразным оказывается 
другой метод, который можно назвать методом переноса осей ко- 
| ординат. Рассмотрим построение графика квадратного трехчлена 
| этим методом. Ее 
| На первом уроке, как обычно, знакомим с построением графи 

функции, данной каноническим уравнением у — ах. 

в Подчеркиваются следующие особенности ЕрЕоНЕВ:- фузкиии 

1. Вершина параболы, соответствующая ва о 
(максимуму или минимуму), совпадает с началом коорд . 


си ОУ, так как 
етричен относительно © е 
и влением таблицы зна- 


5 | Функция четная (это устанавливается соста 
оби’ чений и построением графика ту и енно направлены 
я | ЗЕ —0 то ветви параболы соответств 
| р | ‚ вели, а = 0, т „ минимума 
а М еерх точкой —————— Функции. 
К | ——, а вершина параболы является максимума 
ВНИЗ - 
. Теперь рассмотрим общий случаи. 
в 1. Дан квадратный трехчлен р 


— ах? Вх с: 
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2. Приведем его к виду: 


у— = А (х— Хх}, или | 
уе (т 
У=У— У» (У) 
Хх. 
3. Раскроем скобки в уравнении (П): 
у = 2х2— 2х - А + У. () 


4. Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х 
в уравнениях (Г) и (\), найдем значения параметров: 


ПИ 5 
= — 2х; в = — 2аж; х = не 
4ас — 5? 
с= Ам РУ; я 
5. Уравнение (11) приобретает вид: 
у = ах?, (Ша) 
или 

у— У = 4% — ж)?. (116) 


6. Находим координаты точки О (начала новой’ системы коорди- 
нат ХОУ относительно прежней системы ХОУ). 
Точка О всистеме ХОУ имеет нулевые координаты: 
О (х=0; у=0). 
Подставим эти значения в формулы (ТУ): 
[| —№=0 и 
о | 0 ——=-0 | 0 
0 у=У 
Итак, мы получили координаты точки О в основной системе 
координат: 


4а 

7. Строим основную систему координат ХОУ. 

8. Находим точку О (начало новой системы координат) по \1. 

9. Строим вспомогательную систему координат ХОУ (ОХ | ОХ ; 
ОУ 10У). 

10. Во вспомогательной системе координат строим по (Па) 
график функции у = ах". 

Таким образом, построение графика любого квадратного трех- 
члена сводится к построению параболы по формуле стандартного 
(канонического) вида: у = ах*. 


0 («= =. г и (У 
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р 


По точкам на основе составления таблицы строите 
арабола вида у — ах*; все остальные операции и. а 
горитма заучиваются и выполняются в неизменной следователь, 
ности. лЛЬ- 

Рассмотрим пример. 

1) Пусть требуется построить г 
у == Зх2-Е 3х - 2: 

й 


_2= == а 


рафик квадратного трехчлена 


) Преобразуем это уравнение; () 
у = #2. 
Вых м 9 у— у = 2 — 2; ей 
Тров. НЯ т у = Ах? — 2х - #2 - У. 


Найдем значения параметров методом неопределенных коэффи- 


. циентов: #=3; —2--ж=3; —6-ж=3 де, 
’ О о? 
7 
_й | ; 2 + у = 2; 
а | НЕО: _5 
т 3.4. »=2; =. 
4. Строим параболу у = 3х? во вспомогательной системе коор- 
(№ динат. Начало этой вспомогательной системы О имеет координаты: 
1 
х=ж=—-; 
(№ о 3 
5 я 
' системы код У= У=+ (рис. 48). 
инаты, При этой методе сразу рассматривается построение графика 


квадратного трехчлена для общего случая. 


Рис. 49 


Построение графиков Вт 
называемых частных случая 
осуществляется тем же прие. 
МОМ. 

Требуется построить график 
следующей функции: (рис. 49 


у=?- 5х +6,25 у = 0,5523. (0 


= ({-2,5)? Перепишем его так: У— 3= 
а = —0,5х2. (2) 
Введем новые переменные: 
у—3=у; х=х. (3) 
Перепишем уравнение (2): 
у = — 0,52. (4) 
Рис. 50 Строим основную систему 
координат ХОУ. 


ее 


12345 


Строим точку О (у—3=0; х=0), или бб= 3; х=0.. 
Строим вспомогательную систему координат ХОТ, в которой 


строим параболу по формуле (4): у = —0,5х2. 
Рассмотрим еще один частный случай. 
Пусть требуется построить график функции: у = х2— 5х + 


+ 6,25 (рис. 50). (0 
Преобразуем уравнение У = (х— 2,5)?. = (П) 
Введем новые переменные: х — 2,5 =х; у=у. (Ш) 
Тогда уравнение (11) перепишется так: у = д?. (ГУ) 


Построение графика функции (Т) осуществляем следующим об- 
разом: сначала строим основную систему координат ХОХ; затем 
находим по (ТУ) координаты точки 0: 


| бо 0 = 
У=0, или О(х=25; у= 0). 


В системе ХОУ строим график функции у = я2. (ТУ). 

Изложенный способ построения графика имеет следующие 
преимущества перед традиционным: 

а) При пользовании этим способом отпадает необходимость 
пользоваться сравнением табличных значений двух функций, т. е. 
нестрогим и потому малоубедительным индуктивным приемом; 
для этого способа характерна доказательность рассуждений: доста- 
точно научиться строить график функций, заданных стандартным 
(каноническим) уравнением, чтобы затем уметь строить смещенные 
графики нкций, данных общим уравнением. 

, р ее способ обладает общностью: однажды рассмот- 
ренный, он по аналогии переносится на случай ее 
ков любых других элементарных функций, данных в общ . 
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в) Пусть квадратный трехч: 
Если строить график этой функции обу Форме у = 2(х+-3)2-14 
бом, то Мы должны в соответствии с р сейчас спосо- 
у= 2х2 (по оси координат) вверх на ей -+-4 перенести график 
ответствии с числом --3 перенести график единицы, а затем В со- 
единицы. "К еще раз влево на три 

Таким образом, со знаком ‹п 
ния: вверх и влево; второй перенос вступает вн 
не в противоречие с обычными представлен ы 
лагаются на числовой оси числа, Г 
потому направление влево не связы 
этого противоречия ученикам дно «плюс». Из-за 
переноса графика, и зачастую ошибки при ое м: 
допускаются именно поэтому даже учениками ры ес 

В предлагаемой методике построения графиков этот == 
преодолен: положение начала вспомогательной системы координат 
определяется посредством решения уравнений, в которых правые 
части приравнены нулю, т. е. единым приемом. После этого про- 
являются единообразные ассоциации: со знаком «--» связан пере- 
нос осей координат вправо и вверх, со знаком «—» связан перенос 
их влево и вниз\. 

г) Аналитическая сторона предлагаемого способа сводится 
к замене переменных. Замена переменных является одним из важ- 
нейших _ математических методов. Он известен ученикам уже из 
курса алгебры УП класса (таким приемом решаются некоторые 
системы уравнений). С заменой переменных связано геометрическое 
преобразование — параллельный перенос осей координат, — ко- 
торое широко используется в геометрии. 

д) В рассматриваемом способе построения графика использу- 
ется перенос осей координат — прямых линий, что осуществляется 
гораздо проще, чем перенос кривых (т. е. самих графиков) при тра- 
диционном способе построения. 

е) Построение смещенных парабол при с Е НПИ 
связано с серьезными практическими трудностями: графика и по- 
возможно при этом пользоваться осью ее ЗребНЯ раз- 
этому нахождение двух симметричных опорных пользовании вспо- 
дельного вычисления координат этих точек; с симметрия графика, 
могательной системой координат му: при этом 
И поэтому вычислительная работа ЕЕ 
Удается также широко пользоваться а обучения построению 

Ж) При существующем индуктивном  готовительные этапы (част- 
графика тратится много времени ас вида остается мало 
НЫе случаи); на построение графика © 
времени. = 
— = живучести подобных оши" 

1 Даже известные ученые пишут об НО лович [10, стр. 291) 
боку изучающих высшую математику | 
8* 


лен за писан в 


люЮсС» ассоциируются два направле- 


хологическом пла- 


ведь левее распо- 
имеющие меньшую величину, И 


уществу ющем с пособе 


(акад- 227 


В частности, этим, видимо, и объясняется то, почему в Соврь. 
менных учебниках и методических пособиях ограничиваются г Г 
фическим решением систем уравнений, соответствующих тольк 
простейшим положениям кривых относительно осей координат, 

При пользовании методом переноса осей координат удается 
решать графически более сложные упражнения, так как основной 
материал удается пройти за меньшее время. 


11. ПРОПЕДЕВТИКА ПРИЕМА ПРЕОБРАЗОВАНИЯ КООРДИНАТ 


В связи со сказанным выше в плане пропедевтики метод 
носа осей полезно решать две взаимно обратные задачи. 

1. Прямая задача. Дана система координат Хоу. 
Построить вспомогательную систему координат ХОТ, зная 


динаты точки 0|* = — са у = = (стр. 225, рис. 48). 


а пере- 
коор- 


1 
Решение. Переносим ось ординат ОУ влево на =. единицы, 


5 
а ось абсцисс ОХ вверх на ы единицы. 


Перенесенные оси в новом положении образуют систему коор- 
динат ХОУ. 

При решении таких задач вместо обычного оборота речи вос- 
ставим перпендикуляры или проведем прямую, параллельную та- 
кой-то оси, и т. п. следует намеренно пользоваться оборотом: пере- 
носим ось абсцисс (ординат) на столько-то единиц. 

Решая такие задачи, учащиеся замечают, что знаки координат 
точки О, начала вспомогательной системы координат ХОТ, совпа- 
дают с направлениями переноса осей основной системы координат 
ХОУ: минус - вниз, влево; плюс -> вверх, вправо. 

2. Обратная задача. Дана вспомогательная система 


координат ХОУ. Координаты точки Ов основной системе коорди- 


нат ХОУ должны быть следующие: х = — > ту ый Е 
4 
Построить основную систему координат ХОУ’ согласно этому 
условию. 


А 1 
Решение. Точка О находится на расстоянии ы единицы 
1 
левее оси ординат ОУ |х —— 5 |; значит, и наоборот: ось ординат О 
и 1 
находится правее точки О на расстоянии > единицы. 
= 1 
Поэтому перенесем ось ОУ вправо на-> единицы. 


ь 5! 

Точка О находится на расстоянии в ы: единицы вёиие оси абс- 
цисс ОХ; следовательно, ось абсцисс ОХ находится ниже точки О 
228. 


5 
на расстоянии — единицы. П 
: оэтому перенесем ось ОХ вниз на 


5 единицы. 


Перенесенные оси в ново 
м положе 7 
В ееат хх. кении образуют основную сис- 


Ученики замечают, что 
= во при решении обратной задачи знаки 
коор противоположны направлениям переноса осей.) 


12. ОБ ОДНОВРЕМЕННОМ ИЗУЧЕНИИ УРАВНЕН 
ИЯ ин 
ВТОРОЙ СТЕПЕНИ ЕРАВЕНСТВА 


| | В существующей практике обучения неравенства второй степени 


я | | в среднеи школе изучают значительно позже уравнений второй 
а-— Ч степени. 
2 Однако уравнения и неравенства второй степени возможно и 


целесообразно рассматривать одновременно на основе графика 
квадратного трехчлена. Здесь дидактически выгодно решать со- 
ЮТ Систему м | вместно два неравенства второй степени (ах?-- 6х + с > 0, ах 

| + 6х с < 0) и соответствующее им квадратное уравнение (ах?-- 
+ 6х -Е с = 0), которые в совокупности характеризуют квадра- 


| 

“| 
борота ран тичную функцию у = ах?-- 6х - с. 
араллельную п Отметим также следующее обстоятельство: решение неравенст- 
я оборотом ва второй степени на основе графических представлений является 
и. более общим методом, чем аналитическое решение его на основе 
знаки коордий сведения к системе линейных неравенств. 

50, С Пусть, например, требуется решить неравенство Зх2-- 3х + 
нат поорринй + 2-> 0. Попытаемся разложить левую часть на множители. 
стемы Разложить левую часть на множители невозможно, так как 
280. дискриминант уравнения 3х?-- 3х 2 2=0 отрицателен; значит, 
тельная } решить это неравенство посредством системы линейных уравнений 

еее невозможно (см. рисунок 48 на стр. 225). гг. 

Е Решение можно выполнить следующим ра а — 

ис минант отрицателен -> нет (действительных и ре | Ро 

8 ям не пересекает оси Х-в, в квадратном Е 5 лы ‘направлена 

согй8 первый коэффициент положителен -> ветвь парабо Но 
. кает оси х и ветвь ее неогранич 

вверх; если парабола не пересе и 

Тод! , тного трехчлена всюду поло 

- уходит вверх, -> то значения квадра И 0 абсцисс). 
ний 0 тельны (т. е. вершина параболы будет г > О является любое 

д | Итак. решением неравенств 3х - 3х 
5 я. < ®). 
‚0 действительное число (—0°< % на то, что соответствую- 
; о Е в. ан иВОполОжное неравенство 
ы, | щее уравнение 37-- 3х 2 — и, ее все точки числовой оси 
и 342- Зх -- 2 < 0 не имеют решений, и, 
выражают решения первого неравенсти“ 
# ство: 


Решим еще одно неравен 299 


—— 3+4 < 0. ( 


Заменим его Равносиль 
ным неравенством; "МНОЖИм 
обе части неравенства на 


([—1: 
Х2-- 3х —4 > 0. 


Составим соответствующий 
квадратный трехчлен: 


ЕЕ, 
\ Х2*3х-4<0 а 0; значит, ветвь па- 
раболы направлена вверх. 


Рис. 51 Решаем соответствующее 
квадратное уравнение: 


3—4 =0; 
9. ВИ 
= 5 -Е и. 4; 


ж= Хх =— 4. 


Строим схематически параболу, проходящую через эти две 
точки с ветвью, направленной вверх; со временем ученики при- 
Учаются довольно легко представлять в воображении соответствую- 
щую кривую (рис. 51). 

так, имеем: 


П —— 35 +4<0 При — Чи < х < +. 


2) После решения этого неравенства, как следствие, автомати- 
чески получаем” решение противоположного неравенства: —х2— 
— 3% +4> 0; решением его будут оставшиеся промежутки чис- 
ловой оси: —4 < х ЕЕ 

3) В точках, в которых график пересекает ось абсцисс, значение 
функции равно нулю; иначе говоря, тот же график «решает» гео- 
метрически уравнение —х2_— 3х 4 = 0. 

Корни: х, = —4; Ж = +1. 

Ответ удобно записать совместно: 


> о 
—№ — 3х -- 4=0 


ЦУЮ Че эт 
иенем учения г 
жении соответ 


Схематическое построение кривой, прох я 

кии И 2 (координаты которых я ВЫЧИС а: через две точ- 

длинные преобразования, котор у), заменяет достаточно 
лнять при ана- 


›ые приходится Г 
— $ хол ВЫПО. 
литическом решении квадратного неравенства 6 

п р рез систему ли- 
—х —3х--4< 0; 


№ 3х —4>> 0; 
ви —>0. 
аа 0; 5х4 


Г 0 — Е ЕЕ 
6) [х-+4—<0, |х<—4, 
{х—1=<0; |х>>1 (противоречивая система). 


К тому же в школьных задачниках, где квадратные неравенства 
предлагаются независимо от квадратных уравнений, нередко во- 
все не предлагают неравенства с отрицательным дискриминантом, 
коль скоро их нельзя свести к системе линейных неравенств. 

Итак, на основе знаний о квадратном трехчлене и квадратном 
уравнении можно решить любое неравенство -второй степени, не 
обращаясь к системе линейных неравенств. 

Это позволяет объединить изучение неравенства второй степени 
и изучение квадратного трехчлена В ОДНОЙ теме, что с психологи- 
ческой точки зрения не только целесообразно, но и необходимо, 
так как при этом достигается завершенность цикла системы упраж- 
нений и целостность восприятия и в итоге — изучение материала за 
оптимальное время. 

Рассмотрим вопрос о графическом решении квадратного нера- 
венства. Пусть требуется решить графически следующее упраж- 
нение: 


2—х—6=0. 


Решение (1-й способ). 
Строим график функции У А Ве 
Определяем далее корни уравнения по графику: Х = +3; 
№ = —2. ис. 52): 
Определяем решения неравенства то у (рис. 52): 
= хх — 0 при о = ; 
у Е ты. — - ы = 0 -- оставшемся интервале числовой оси, 
а именно на промежутке —2 < х < 3. 
Решение (2-й способ). 


Вместо совокупности неравенств и УРав 
ание: 
можно решить графически следующее зада" 
2> 6 
Хит , 


= 2 х— 6. 


нения ю—х—620 


231 


ео 
у<0 


Хх>-2 
х<-3 


Рис. 52 


тогда графическое решение сво 


дится к выяснению взаимного 
расположения частей кривой и пр 


ямой (рис. 53). 


Х2-х-6>0 
Хх? >х+б 
при Х,> +3 


2 -х-6>0 
Х2> Х+б 
при х<-2 


х?-х-6<0 
|1 Х2<х+6 
| ри-2<х<3 


Рис. 53 


При этом рассуждаем так: если ь 
” соли парабола 
ла располагаете выше 
| я 


прямой линии, то а ы 

А 1 ы НИЖ 

Если парабола пересекается с прямой иже 

пересечения суть корни уравнения: И 
Остается лишь добавить, что неравенств 

а вида 


линией, то абсциссы точек 


Хх - а Хх | ь 
= 0; =. ы 
- Е 0; (х- 5) (х-- а) > 0 являются 
р ВНОСИЛЬНЫ 
а . ми неравенствами, имеющими ту т 
одну И же облас Ъ 


Чтобы это 
$ показать, достаточно умножить числ 
натель дроби на знаменатель, например: мы 
| ха о | 
Е О (ха) (+) 
х- 6 (х-- 5)? 
Знаменатель во второй 
орой записи мо; 
ос». иожно опустить, как положи- 


>0=(% 9 (%+0>0. 


ТИ Ван 
13. ИССЛЕДОВАНИЕ КВАДРАТНОГО ТРЕХЧЛЕНА 


г алгоритмом построения графика квадратного трех- 
одом переноса осей координат облегчает исследование 
квадратного трехчлена. 

Так, например, определение координат точки О (начала вспомо- 
тательной системы ХОУ) относительно основной системы коорди- 
нат ХОУ означает в то же самое время и нахождение экстремума 
функции (наибольшего или наименьшего ее значения). 

Вначале исследование трехчлена проводится по построенному 
графику в целях закрепления решения задачи на построение 
графиков. 

Впоследствии, конечно, решаютс 
ратного трехчлена и без точного по 

Учащиеся должны помнить следу 


я задачи на исследование квад- 
строения самого графика. 

ющее двучленное суждение: 
2-- ХС коэффициент при 


если в квадратном трехчлене у = а* при 

Ако элене положителее то ветвь параболы направлена —„ 
отрицателен 

ие имеет минимум 

в в. максимум * 

Иначе говоря, При а>0 существует наименьшее значение 
функции (Уши); приа < 0 существует наибольшее значение функ" 
ции (у ) 

тах/ * 2 @) 

Пусть дана функция у = 3% + 3х -+ 2. 

Так как а = 3 >> 0, то существует Ум но 

Дальше трехчлен преобразуем как обычно? 
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у =3л7; 

у—я = Зе %, 

у = 34° — бжх + 30 + У; 
у = З® -- Зх+ 2: 
—6%=3; м=—-; 


3 
348 - У = 2; — +»=2; 


1 5 
Итак, при х =— > существует Уши = 2: 


При исследовании квадратного трехчлена по его графику удоб- 
но воспользоваться сравнением положений графика во вспомога- 
тельной системе координат ХО ив основной системе ХОУ. 


Результаты сравнения Удобно фиксировать параллельно 
(рис. 48, стр. 225). 


у = В 3-9; 
У=З. (92. 
Система координат 


Уравнение 
Основная ХОУ 


5 е 
Уравнение ре ч=3(+ > 


Функция монотонно убы- ты 1 
вает при т 


Функция монотонно воз- 
растает при 


Функция достигает ми- 
нимума в точке с коорди- 
натами (вершина парабо- 
лы) 


о ыы 


Функция Не имеет максимума Не имеет максимума 


Функция не ограничена Сверху Сверху 
Функция ограничена сни- — 5 
зу д, 
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Система координат 


Уравнение 
Вспомогательная 
<) 


т 
р 


р Основная Хоу 
а График Функции сим- Прямой х —0: | 
4 метричен относительно ЕР > т. - 
Функция Четная 
3% 2—3 (— Ни четная, ни нечет- 
Значение функции стре- 3 
мится к со 709 У — со при х- о 
при х > = при х -> — с 
при х -+ — с 
| Е $ > Е. я 


Область определения ты 
х — любое действи- 


4 р 
‘его Г 
бы н ‚ функции тельное число 


(— 00; <) 


Истеме 107. 

и Область значений функ- = 

а Прмеы| = ции 
Функция Непериодическая 


Нули квадратного трех- 
члена у = ах? -- 6х с 
(корни квадратного урав- 
нения х? -- 6х Е с =0) 


Отсутствуют 


Изложенный выше метод построен 
сом осей координат и их исследования пр 
других элементарных функций, д 

Это имеет причиной то, ч 
системы координат к другой зна 
особенностей функции. 

Рассмотрим несколько пр 


Показательная Ффунк- 
ция. 


имеров. 


у=8. 2 +5; 
= 23. 2 5; 

у— 5 =:2" 18; 

х—3=х; 

У 

у = 2%; 


то перекодировка с 
чительно облегчает характеристику 


р. 


х — любое действитель- 
ное число (— оо; со) 


= 
. 4 
Непериодическая 


Отсутствуют 


ия графика функции перено- 
именим при изучении и 


анных в общем виде. 


уждений от одной 


Логарифми ческая 


Дробно-линейная 
функция (трафик — сме 


5—1. 
щенная гипербола). у = —— - 
Или: узи. 

я смещенной ги- 
перболы содержит произведе- 
ние переменных (ху) и не со- 
держит квадратов переменных 
(®, У). 

Применим метод неопреде- 
ленных коэффициентов. 

Пусть во вспомогательной сис- 
теме координат ее уравнение 
имеет вид: 


(и, Уо). 
Далее имеем: 
®—м)( (у— У) =®; 
ХУ — № Ух Е № 
ху — Зу— 5% + И = 


а 


Приравнивая коэффициенты 
при одинаковых неизвестных, 
имеем: —х, = —3; ж=3; 
И й УЕ 5; 

Ху, —№ = 
3:5 — = в Е =4. 

Итак уравнение гиперболы 

таково: 


Построение графика пока- 


зано на рис. 54. 
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Смещенная 
НОСТЬ. 


ЕЕ УЕ 


ОкКрух. 


бх — 4-4 = 0. 
Уравнение смещенной окр 
ности содержит сумму Квадра. 
тов переменных (х? | у?) и Не 
содержит рее пере. 
менных (ху). 

Применим метод неопределен. 
ных коэффициентов. 

Пусть во вспомогательной 
системе координат ее уравнение 
имеет вид: 


УЗ = 7, где 
’ — радиус окружности, 
= — 
У 

Далее имеем: 

иж = п; 
РЕ У? — 9х — у м - 
ЯВ У — = 0; 


а Е: 


О (%; У. 


Приравнивая коэффициенты при 
одинаковых неизвестных, имеем: 


Итак, уравнение окружности 
таково: 


32 


+ уз = 33 
Или: 
(+ 3) + 9—2)? = 3; 
О (—3; 2). 


Построение графика показано 
на рис. 55. 


е2уеибх-й9 +40] Рис. 55 | 
| 


арабола. 


Смещенная кубическая п 
Пусть требуется построить график функции 
ЕС = бх?-2 12х— И. 
Правую часть представим так: | 
УЕ бх2-Ё 12х — 8) — 3; | 
у=(«— 2—3. | 
Или: у-3 = («— 2% | 
у=у+3; г | 
} 


#=х 


Итак, у = хз, ИЛИ 0. - 
Построение графика г ). 
зано на рис. 56. а. 


14. 0 ПРЕОБРАЗОВАНИЯХ КАД. 
РАТНЫХ ТРЕХЧЛЕНОВ И ИХ Гр). 
ФИКОВ 


При выпол нении графичес. 
ких упражнений полезно оз. 
накомить учащихся с отра. 
жением графика относитель. 
но осей координат, т.е, с 
построением графика, симмет. 
ричного данному относитель- 
но оси, и соответствующим 
аналитическим преобразова- 
нием функции. 


1. Отражение от оси 
ординат. 


Пусть дана функция у= 
х). (0 
Если каждой точке А с 
координатами (а; 5) функции 
(Г] соответствует точка А, с 
координатами (—а, 6) функ- 


ции (11), то вторая функция 
будет выражаться уравнением у =} ( —х) (1). Графики функций 


(1] и (11) будут симметричны относительно оси ординат. 

Пусть дан квадратный трехчлен у = ах?-- 6х + с. (1а). 

Чтобы получить уравнение функции (Па), график которой сим- 
метричен графику функции (Та) относительно оси ординат, надо в 
выражении (Га) всюду вместо х записать: (—%); у=а(—х) + 
6 (— с, или У = ах?— вх с (Па). 

На рис. 57 показано построение графика функции у = 2х2— 
— 8х -- 12 и симметричного ему относительно оси ОУ графика 


функции у = 2х2-- 8х -- 12 отражением первого графика от оси 
ординат. 


Рис. 56 


Тем же приемом можно преобразовать любые иные функции. 

Так, например, логарифмики у = 105. х и у = 106, (-—^), ок- 
ружности х*-- у2-- 6х — 44 = Он ([—х)2-- у?-- 6(—х) —4у + 
--4 =0 (или х2-- у— 6х — 4у -- 4 = 0) симметричны также от- 
носительно оси ординат. 

То же самое верно и относительно гипербол: 
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—= з 
— м а — 
> 
№ 
<> \ = = 
> = 
——ы-ыЫ———— 


. = 


\ 
у=аИ-ЗНИН\ 
\ 


и = 2 +8х+12 7 


= 242-8412 


у-4 =2(-2]2 


Рис. 57 


|= Оби — 9х — ЗЕ ЕИ = кубических 
бх? Е 19х — Ши у= (— 9—6 СЭ + 


ух —Зу— 5% 1 
парабол: у = —х*— 
-- 12 (—) — И (или у= —х3— бх?— 12х —1|). 


ции у = 7 (*), то график функции 


Если построен график функ 
егнув чертеж по оси ОУ и скопи- 


у=[(—х) можно получить, пер 
ровав его с одной полуплоскости на другую. 

Как видно из приведенных примеров, уравнение функции 
(>), график которой симметричен относительно оси ОУ, можно 


получить, заменив в уравнении У — | (х) всюду х на (—х). 


2. Отражение от оси абсцисс. 
Пусть дана функция У — ф(х). - (11) 
Если каждой точке В с координатами (а; 6) первой функции 

(111) соответствует точка В, функции (ГУ) с координатами (а, —5), 

то функция (ТУ) будет выражаться уравнением —У — ф(®), ке. 

= —Ф(0. 
Графики функций (ПЛ и носительно 
оси абсцисс. та (ив) 
Пусть дан квадратный трехчлен У — ах-- 6х + с. (а) 
бы а учить уравнение функции (ГУа), график которон сим 
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(ГУ) будут симметричны от 


Рис. 58 Рис. 59 


метричен графику функции (Па) относительно оси абсцисс, надо в 
выражении (а) число (у) заменить числом (—у): 


—У = ал х с, или у = —ах— х— с. (ГУа) 


На рис. 58 показано построение графика функции у = 2521 
+ 4 — Ги симметричного ему относительно оси ОХ графика 


функции у = —29— 4х НЫ! 

Такие же преобразования полезно выполнять и с линейной 
функцией: графики функций у = 2х — би у = —2х —6 будут 
симметричны относительно оси ОУ, а графики функций у = 2х — 
би уж будут симметричны относительно оси ОХ 
(рис. 59). 

Отметим, что рассмотренные преобразования функций могут 
быть использованы при упражнениях и с другими функциями. 

Укажем пары функций, графики которых симметричны отно- 
сительно оси ОХ: 

у = 2 иу=— 2, у= Ехиу= —щшх; у= 108, х иу= —105; д; 
С ЕЕ 

Симметричны относительно оси абсцисс гиперболы: 

ХУ — Зу — 5х +11 =0и (—)х — 3(—У — 55+ и=о 
(или —ху -- Зу — 5х И = 0), окружности: х2-- у2-- 6х — 4у 
4 = Ои х2- (—у)2-- 6х — 4(—у) 4 =0 (или х2-- у2+ 6х + 

ЕЯ = 0). 

Если построен график исходной функции у = ф(х), то для по- 
строения симметричного ему графика у = —ф(х) достаточно пе- 
регнуть чертеж по оси абсцисс и скопировать линию с одной поло- 
вины листа на другую. 
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Иа 
): Ч 


} 


© И 
НКЦИИ ) = и. | 
си ОХ трибе 


о и сл 


Рис. 60 


ое же второй функции получается подстановкой вмес- 
то он в уравнении исходной функции у = Ф(%) 
| ‹азанное выше о преобразованиях те 
м реобр аниях функции и его 
тт построен график функции у = [(х) (рис. 60). 
огда между преобразованиями функции и их графиков сущест- 
вует следующая связь: 


у= К (Г) — исходная функция; 

у= — (1) — отражение (Г) от оси ОХ. 
у=/(—) (И) — отражение (1) от оси 0У; 

у= —1 (>) (У) — отражение (Т) от начала координат 


(от точки 0) 


или отражение (П) от оси ОУ, 
или отражение (11) от оси ОХ. 


15. 0 ВВЕДЕНИИ ПОНЯТИЯ «ОБРАТНАЯ ФУНКЦИЯ» 


Своевременное введение понятия «обратная функция» позволяет 
расширить комплекс упражнений НОВЫМИ разновидностями их, что 
значительно содействует математическому развитию уча 

Вводим следующее определение: : 
Две функции называются взаимно обратными, если каждой точ- 


ке А (а; 5) графика первой функции соответствует точка А, (в; 4) 
графика второй функции } 
р ; ню пря- 
Согласно введенному определению по данному У ее 
мой функции составляется уравнение обратной Фу 
щим образом: п 
1. Дана прямая функция У = 
2. Производим замену ролями неиз 
ние х = 
о 241 


щихся. 


®): . 
ы чаем выраже- 
вестных и получае р 0 


Если исходить из того, что У является функцией, ах __ а 
ментом, то выражение (11) представляет обратную функцию в С 
явной форме. 

3. Решив уравнение (11) относительно у (при Необходимост и 
введя новый символ), мы получим уравнение, выражающее брат, 
ную функцию в явной форме: 


у=ф(“). 
Приведем примеры. 


Обратная функция в неяв- Обратная функция в 
Прямая функция В рые ной форме ^ **" 


и _——.„..—_._о 
у=ах В 


з 
у или у = 43 
у = Ювах 
у == агс соз х 


„у = Агс с0зх (многознач- 
ная) 


4 
== +3 
х 


Ч 
у=— 2% +4 х = 22 +4 Е (двузнач- 


2 ная) 
2 у 6х — 4у-- | 2-2 бу— 4х + 
+4=0 +4=0 


Покажем основную т ; 

д 28 у Форему о свойстве 

кий: взаим 

фу Е но обратных 
Графики взаимно обратных фу 


нКций 
но биссектрисы Ги [И координат ий симметричны относитель- 


мых углов (рис. 61). 


Доказательство 


рено и взаимно обратных функций х 
точки А (а; 6) первой функции существует точка Д ГА о 
— функции. 1 (6; а) второй 
ы Поэтому достаточно доказать, что каждая такая пара точек А И 


ыы 
8 тд 
< А’ симметрична относительно биссектрисы | 
и Ш , 

ии углов (т. е. относительно прямой ОК). м 
= _ и А первой функции имеет координаты: х = ВА = а; 
мы у= т 
Е = Построим соответствующую ей точку второй функции с коор- 
динатами: х, = ОВ = ОВ’= 6 и у, = ВА = В’А’= а. 


ДОВА = Д ОВ’А', как прямоугольные треугольники с рав- 
ТСО (ие ® ными катетами; значит, со ФАОА 
ны . По построению /_ УОК = /. ХОК = 45°; отняв от них по рав- 
ному углу: 1 = 2, имеем: 5 КОА = {_КО^.. 

Стало быть, ОК есть биссектриса угла при вершине равнобед- 
ренного ^ АОЛ’, иначе говоря, точки Аи’ симметричны относи- 
тельно прямой ОК, что и требовалось доказать. 

Ни (Если точка А берется в других координатных углах, доказа- 
и тельство ведется аналогично.) 

Таким образом, если построен график прямой функции, то гра- 
фик обратной функции получается посредством отражения графика 
прямой функции от биссектрисы Г координатного угла (для чего 
достаточно перегнуть чертеж по этой биссектрисе и скопировать 


м линию с одной половины листа на другую). о _ 
График обратной функции удобно строить на е 
} Й ии: таблицу координат точ 

ый аи НЕ об нкций, но с двумя 

а удобно строить при этом одну длЯ еих фу : 

. А обратных 
ы Пусть, например, строятся_ т взаимно обр 

й Я ие в м Я трения этих графиков 

# й Общая таблица координат точек д. 

а будет выглядеть так: 


; ы р 
как чной К = 5х удобно вначал. 
д. у фун ции у : 

ля однозна Н 

мног означно обратной ео ии у = Агс яп Х, 

но однозначной прямой функции {= ю противопо- 


‘нкцию у= 2! * 
функцию У 243 


1 Подобно тому 
строить отражением график 
также дидактически оправда 


ставить двузначную обратную 


о Е а о 
функция 


Е араеЕкя 


Обратная 
функция 


. 
| 


Рис. 63 


С аа 
Для построения графиков взаимно обратных функций у =х 
1 


иу=х (рис. 63) составляется следующая таблица: 


Е Е АВ СОА И 


Прямая функция 


Обратная 
функция 


Понятие «обратная функ- 
я» может быть введено уже 
при изучении линейной функ- 
ции, так как основная теоре- 
а о свойствах взаимно об- 
атных функций доказывает- 
ся лишь на основе равенст- 
ва треугольников. 
Пусть построена прямая: 
Составим уравнение обрат- 
ной функции в два этапа: 
1) поменяем в уравнении 
(1) местами переменные х иу: 
я = 0,57 — 2; (1) 


2) Решим уравнение (П) 
относительно у: 


Рис. 64 


у = 2х + 4. (ПП) 
Уравнения (Г) и (ПТ) выражают взаимно обратные линейные 
функции; их графики изображены на рис. 64. 
Точка пересечения прямых (Г) и (111) дает решение симметрич- 
ной системы уравнений: 


Решение. х=—4; 
у =— 4. 


Пусть дана функция 
п 
уе, (1 


2 
Составим обратную фун- 
кцию, для чего: 
1) Напишем сначала 
уравнение обратной функ- 
ции в неявной форме: 


х = У, (п) 


2) Решим уравнение 
(11) относительно у: У = 
Е ТИ Е (ИП 

функции (Ги (ПП) яв- 
ляются взаимно обратны- 
ми; их графиками явля- 
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ются параболы, симметричные другдругу относительно 
первого координатного угла (рис. 65). 

Точки пересечения графиков (1) и (Ш) дают решения ‚ 
ческой системы уравнений: 


1 
у = — №, 


. Решение, 
ата =2; у, =: 


ектри, 


ЧММетри. 


ж= 0; у, =0; 


Рассмотрим общий случай: 


у = 2% 4х — 1; 

УЗ =2(х - 1. 
Составим уравнение обратной функции, для чего: 
1) напишем его уравнение в неявной форме; 

х = 2 4—1; (1) или 

21; (Па) 
2) Решим уравнение (1) относительно У (для чего п 


тельно уравнение (Г) преобразуем к виду (Па). 
Далее имеем последовательно: 


редвари- 


+1; (16) 


1-5, (1з) 
В — 
у ЕЕ? 1. (1) 


Таким образом, уравнения 
(1) и (1) являются ‘уравнени- 
ями взаимно обратных функций, 
выраженных в явной форме. 
Чтобы построить график 
(Пг), достаточно отразить гра- 
Рис. 66 фик функции (Г) от биссектрисы 
первого координатного угла 
(рис. 66). 
Точки пересечения двух парабол дают решения симметрической 
системы уравнений второй степени: 
= 2% 4% — 1; 
х = 2у-- 4у— 1. 
Так как такие системы разрешаются аналитически, то решения, 


полученные графически, могут быть проверены аналитическим 
решением. 
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16. 06 
СОСТАВЛЕНИЕ УРАВНЕНИЙ ПАРАБОЛ 


Нередко в школе изучение грас : 
сводят в основном к построению о Е трехчлена 
которых вычисляются по заданному о. координаты 
Но для развития логического мышлени ению, 
лезно сочетать упражнения на построение графико 

в РУТурво обратными у Праонени а 
лению уравнении, удовлетворяющих определенные т ке 

Рассмотрим некоторые разновидности таких уп Вы 

1. Составить уравнение параболы у = тх?-Р пх и. 
щей через точки (2; 3), (4; З) и (3; 5). ‚ проходя- 

Если мы подставим координаты трех точек в соответствую 
уравнений с тремя неизвестными относительно искомых парамет- 
ров. Получается следующая система: 


я учеников весьма по- 


=т.4 ни. 2 -- К, 
3=т. 1641-44 
5=т.9 1 п.З- В 


Решив эту систему, найдем: т = и 19 = 3, 

Искомое уравнение у == —2х*-- 12х — 13. 

2. Парабола, симметричная относительно оси У проходит 
через точки А (2; 1), В (5; 3). Найти уравнение кривой. 

Решение проверить. 

Это же задание в более легкой формулировке выглядит так: 

Парабола у = ах*-- 6 проходит через точки А (2; 1), В(5; 3). 
Найти ее уравнение. 

Решение. 


у = ах? В, 1=а:4 +68, 


у, = а + 8 3=а-925 +6, 


Итак, искомое уравнение следующее: 


у = ал", проходящей через точ- 


3. Найти уравнение параболы 
ку (—3; 3). 
Решение. Подставим В уравн 


х=-3, у = 3. 


ение параболы значения: 


Получим: 3=а (—3); а= 


1 

3 
1 

Искомое уравнение у = = 


В предыдущих упражнениях на составление функций МЫ рае- 
сматривали лишь аналитическую сторону вопроса. Во Многих 
случаях целесообразно не ограничиваться составлением Уравнения, 
а завершать упражнение построением графика полученной функ- 
ЦИИ. 

Полезно изредка предлагать составить систему уравнений 
второй степени, используя в условии задания геометрические тер- 
МИНЫ. 

4. Написать уравнения параболы ах?-- у = 6 и прямой сх - 
- у = 4, пересекающихся в точках А (3; 4) и В (—4; 5}. 

Решение. 

Требуется составить систему уравнений 

ай -у=Ь, 
| сх + у=а, 
имеющую решения: х! = 3, = —4, 
= Ур = 5. 

Выполнение упражнения сводится к определению коэффици- 

ентов а и 6 первого уравнения по двум решениям: 


а 4 = 6, 
а: 16-5 =6 


и коэффициентов с и 4 второго уравнения по тем же двум решениям: 
с.3-+-4=а, 
с. (— +5 =а. 

Искомая система: 


о 
ХЕ ТУ = 31. 


Найденная система проверяется подстановкой в нее корней, либо 
решается графически. 


Рассмотренные виды синтетических упражнений можно пред- 


лагать не только в связи с изучением параболы, но и любой иной 
кривой. 


Приведем два примера. 
Написать уравнение окружности, проходящей через точки (1; 1) и 


о = 


Решение. 
Напишем уравнение окружности в общем виде: 


ХЕ У ах | ву+е= 0. 


получим систему трех линейных урав 


Подставляя в это уравнение поочередн 
дно значения неизвестных, 


нений относительно а, ба: 
,с: 


Остальное ясно. 
Пусть теперь предложено написать 


Чах-Е У = 0 и прямой сх туча а. гиперболы ху -+ 
у] 6; 4), В 4: 5). › пересекающихся в точ- 
решение. 
Параметры гиперболы а и 6 
а определяем 1 
Е ределяем из системы: двух урав- 


[| 3.44 3а+46=0 
| (—4)-5—40+55=0, 


араме й . 
т раметры прямой с и 4 определяем из системы двух уравне- 
{ зе +4 + а=0, 
—4е +5 + а=0. 
Остальное очевидно. 
17. СОСТАВЛЕНИЕ УРАВНЕНИЙ, УДОВЛЕТВОРЯЮЩИХ ЗАДАННЫМ ГРАФИКАМ 


Большинство упражнений, связанных с графиками функций, 
обычно сводится к построению графика функции по заданному 


уравнению. 
Полезно иногда это упражнение преобразовать в обратное, 


предлагая по заданному графику функции составить ее уравнение, 


иначе говоря, перейти от графического задания функции и 
литическому заданию. : а 

1. Пусть дан график некоторой функции (рис. 67). 

Требуется определить уравнение этой функции. 

Чтобы решить эту задачу, ученик сначала определяет  предиол 
жительно) вид кривой (параболы), далее записывает Уравнение ы 
раболы в общем виде: а- 

у = ах? Е ох -- с. | 


Для определения коэффициентов а, 6, с необходимо решить Систем 
трех уравнений первой степени, получаемую при подстановке в () 
координат каких-либо трех точек. 

Однако проще поступить так: напишем уравнение параболы в 
таком виде: 

уи=а(х- р}. (1) 

Координаты вершины параболы мы можем определить по графи- 
ку: А (-4; —3). 

Отсюда имеем: р = --4, Ё = +3. 

Подставив эти значения в уравнение (И), имеем: 


уз =а( + 4):. 

Для определения коэффициента а достаточно подставить коор- 
динаты еще одной точки параболы (отличающейся от вершины па- 
раболь). 

По графику выбираем, скажем, точку В (—2; —1) и подставим 
ее координаты в уравнение (П): 

Е 3 =а (—2 + 4); 
1 
2-4: а. 
т 2 
= +4). 

Раскрыв скобки, имеем: у = 0,5%? 4х — 5 (а = 0,5; 6=4; 
с = —5). 

Таким образом, вместо трех точек мы 
обошлись двумя точками: вершина пара- 
болы является как бы двойной точкой 
для уравнения (1). 

2. На рис. 68 изображена прямая. 

Найти ее уравнение. 

Решение. 

Напишем уравнение прямой в общем 
виде: ах Е бу + с =0 (1). 

Определим по графику координаты 
двух точек прямой и подставим в уравне- 
ние (Г); в качестве этих точек удобнее 
взять точки пересечения прямой с осями 
координат: А (0; 4) и В (3; 0). 
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Имеем уравнение у -+ 3 = 


Получим следующую сист 


Откуда находим: 6 


Подставим эти значения в (|): “1 с 
Но 


Разделив обе части у . 
д уравнения на с, получим: 


Искомое уравнение следующее: 


4х | Зу— 12 =0 (а=4: в = 3; с = 12). 


18. ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ ПОСТРОЕНИЕ ГРАФИКОВ ЗЛЕМЕНТАРНЫХ ФУНКЦИЙ 


Построение графиков функций у==х?, у = 13, у=а* чаще всего 
выполняют ТОЛЬКО аналитически, т.е. положения опорных точек 
на координатнои плоскости определяют по вычисленным координа- 
там. (В то же время графики основных тригонометрических функ- 
ций у = зпх, у = {© х обычно строят геометрически.) 

Между тем геометрическое построение графиков и геометричес- 
кое преобразование построенных графиков выполняется быстрее, 
чем с помощью вычислений. 

Важно также учитывать большую познавательную ценность и 
политехническую направленность этих упражнений, развивающих 
навыки работы с чертежными инструментами. 

Геометрически можно строить графики всех основных функций, 


а г: 
изучаемых в школе: у = ж: у= =, у=ж у= а“; (графики 
х 
1 1 


обратных им функций у == 3; ужа 10 ср 
ся отражением графиков прямых функции от биссектрисы 1! коор- 
динатного угла). 
Бек Е упражнений основано на построении ыы 
того пропорционального отрезка к трем данным Е му 
этот материал хорошо связать и с изучением рен 
Приводимый ниже материал в основном МЕ ты 
ван на уроках алгебры при изучении ори т не 
часть материала может быть дана в аня я никто 
раического метода решения геометрических 
РЕ ао ‹ вообще 
а способе построения я Ее г не 
во. всех построениях, рассматривае и ыы линиями, парал- 
сями координат (или ли ‚ па 
обходимся всегда толь © оводим отдельные прямые, проходя- 
лельными им); кроме те точки плоскости. 


е, 
щие через две опред 251 


В большинстве описанн 
ений мы обходимся одной линейк 
(в предположении, что график е ыы 
ится на клетчатой или Миллиметровор 
бумаге). 

Построение 

у=х 


ЫХ пост о 


ции у = #4. 

Иначе говоря, надо построить 
график произведения функций: у= 
=/и(%) - Р(®, где р) =х и [2 (0) =х, 

Последовательность — построения 
любой точки параболы такова: 

1. Сначала строим график пря- 
мой у =х (рис. 69). 

2. Построим прямую /Ё, парал. 
лельную оси ординат, на расстоянии 
единицы от начала координат (кроме 

определения таким образом единичного отрезка, больше никакие де- 
ления не откладываются на осях координат). 
3. В произвольной точке А оси ОХ восставим перпендикуляр 
АА, до пересечения с прямой у = х в точке А:. 
4. Точку А: проектируем на прямую /Е в точку А». 
5. Проводим ОА, до пересечения с прямой АД, в точке А.. 
Точка А, — искомая точка параболы с абсциссой ОА = х. 
В самом деле, ЛОД,1 сх ДОА, А, откуда следует: 


но 01=1, н 
1А›= АА, = ОА =х. Значит, 


АД; = х, т. е. у= х. 


Соединив плавной линией (лекалом) несколько точек парабо- 
лы, полученных указанным образом, мы построим правую ветвь 
параболы; левую ее ветвь строим отражением правой ветви отно- 
сительно оси ОУ. (На чертеже показано построение еще одной точки 
параболы В..) 


Пусть требуется построить параболу у = 3 


Представим функцию у = - х? в виде произведения двух функ- 


ций: у=р (А), мер @® = г. ь®=х. 
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Последовательность построения 
дюбой точки параболы у = х2 та. 
Е 


кова: 

Г пенал построим график 
м прямой у = = (рис. 70). 
Проводим 1Е || ОУ на расстоя- 
и | от оси ординат. 

Де “ 9. В произвольной точке А 

. № он ОХ восставим перпендикуляр 

ДА, до пересечения с прямой у= 


а у 
Работы № 5х в точке А.. 


НИ 


Троих 

: 8), м | 3. Точку А: проектируем на 

[ Прямую | прямую 1Е в точку А». 

Рдннат, ат’ № 4. Проводим ОА» до пересече- 

тала кор № | ния с прямой АА, в точке А.. 

Ка, бол дни Точка Аз — искомая точка пара- 

ТЫ НИиь, — болы с абсциссой ОА = Х. 
Доказательство проводитс 

Тавим Перендаиу Построение графиков функций: 

о А, Пусть требуется построить гра 

В ТОУ 4% Представим эту функцию к 

| АА, втоей, =Но®-ЬО, ей @) 

‚ абащиоой = 


следует 


Рис. 70 


я так же, как и в предыдущей задаче. 
у=иу= а%*. 
фик функции у = х°. 
ак произведение двух функций: 
= и р (х) =Х. 


Если построена парабола у = х*, то дальнейшие построения : 
дятся в следующей последовательности (рис. 71): о. 
1. Пусть ОА = х; проведем АА, Е ОХ до пересечения в з 
ке Д, с параболой у = х*. : и. 
2. Проводим А:А» || ОХ до пересечения с прямой / Ев точке д 

3. Проводим ОА» до пересечения с прямой АА; в точке Да 

Точка А; является точкой кубической параболы у = хз : ь 
циссой х = ОД. ; 

Существует иной способ построения графика функции и 
на основе только графика прямой у == ах. 


Пусть требуется построить график кубической параболы У д 
(рис. 72). 


1. Сначала построим график прямой у = 


2. В произвольной точке А оси абсцисс восстав им к ней перпен- 
- 1 
дикуляр АА, [ОХ до пересечения с прямой у = 3 ХВ точке А, 


3. Проведем А.В; || ОХ до пересечения с прямой /Ё в точке В. 


Точка А›= ОВ: Х АА, есть точка* параболы У = : 9. 

[Е в точке В», 
5. Точка А, = ОВ. Х АА, есть точка параболы у = ; хз (при 
ОА = х). 


Продолжая эту операцию, можно в принципе строить графики 
степенных функций, показателем которых являются любые целье 
положительные числа: у = ах4; у = ахб; у = ахв ит. п.? 

После небольшой практики в геометрическом построении уче- 
ники научаются находить точки графика (А», Аз ит. д.) при помо- 
щи приложения линейки, не проводя вспомогательных прямых 
(если. построения выполняются на бумаге с квадратной сеткой). 

Например, для определения положения точки А, достаточно 
провести воображаемые прямые: АД,, А,В., ОВ, А,Вь, ОВ5; при- 
чем прямые АА, А,В:, А.В, совпадают с линиями координатной 


сетки, следовательно, линейка будет необходима лишь для визиро- 
вания направлений ОВ,, ОВ.,. 


Построение графика функции у=-* 
х 


Пусть требуется построить график функции у =* (рис. 73). 


Построим систему координат ХОУ; далее построим прямую /Е 
(параллельную оси абсцисс), на расстоянии от нее | единицы и пря- 


‚ Х — знак пересечения прямых. ь 
На этом основано геометрическое построение графика показательной и ло- 
гарифмической функции; для построения графика у = 2” находим, например, 
построением последовательно точки: (1, 21), (2; 2), (3; 23); (4; 2%) итд. 
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4. Проведем А.В, || ОХ до пересечения с прямой 


Рис. 73 


мую ММ (п у 
Я (параллельную оси ординат) на расстоянии 3 единиц; 

Построим точку графика с аб йх = 

1. Проведем ОХ, м 

2. Найдем точку А; = АА, Х (Е. 

3. Найдем далее точку А»›= ОА: Х ММ. 

4. Проведем А›А. || ОХ. 

Точка А. = А»А; Х АА, является точкой гиперболы у = Е 
абсциссой х = ОА. г 

В самом деле, Д ОЛА, ® Д ОМА», откуда имеем: 

АА, _ ОА 1 с 8 
ие ОА ее АДМ — 


что и требовалось доказать. 
На чертеже дано еще построение точек гиперболы Вз 


ветственно с абсциссой х = ОВ, Хх = 0 


и С. соот- 


ГЛАВА 1 


ЗАДАЧИ В КУРСЕ АЛГЕБРЫ 
ШЕНИИ ЗАДАЧ АЛГЕБРАИЧЕСКИМ СПОСОБОМ 


методом с первых 
ход К задаче, 


1. ПРИЕМ СРАВНЕНИЯ ПРИ РЕ 


ешению задач алг 


ебраическим 
омплексный Под 


При обучении р 


шагов необходимо осуществлять к ы 
сравнивать взаимосвязанные способы решения, что способствует 
развитию математического мышления. 
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Выражение зависимости между величинами задачи в разных 
формах одинаково важно на всех ступенях обучения. 

А. Н. Боголюбов! обнаружил, что первоклассники не усваи. 
вают взаимосвязи понятий старше — моложе, выше — ни. 
же и т. д., если ограничиваться набором задач, в котором эти за. 
дачи встречаются вне связи друг с другом. 

Полезным оказалось ‘одновременное решение двух взаимосвя- 
занных задач. Например: 

а) Сестре 15 лет, а брату 10 лет. Кто из них старше и на 
сколько лет? 

6) Сестре 15 лет, а брату 10 лет. Кто из них моложе и на сколь- 
ко лет? 

Психологическая причина ошибок, заключающихся в подмене 
одного уравнения другим, например вместо уравнения 24 (х -- 50)— 
— 200 = 26х составляется «сопряженное» уравнение 24 (х--50)-- 
-- 200 = 26х, сходна с причиной непонимания первоклассниками 
двойственности понятия «старше — моложе». 

Чтобы избежать подобных ошибок, работу над алгебраическими 
задачами полезно начинать с простейших упражнений по выражению 
связей между величинами и обязательно двумя способами. 

Так, в пропедевтическом цикле упражнений УТ класса уместны 
вопросы: 

1. Брат старше сестры на 5 лет. Выразить в двух видах эту за- 
висимость с помощью неизвестных. 

Ответ. 1. Брату х лет, сестре (х — 5) лет, 

П. Сестре у лет, брату (у - 5) лет. 

2. В совхозе земли в 1,6 раза больше, чем в колхозе. Выразить эту 
зависимость в двух видах. 


х 
Ответ. [. В совхозе х га земли, в колхозе —- га земли. 


, 


П. В колхозе у га земли, в совхозе 1,6 у га земли. 

3. Производительность труда опытного рабочего составляет 
250% от производительности труда ученика. Выразить эту зави- 
симость в двух формах. 

Решение, 250% = 2,5, 


1. Опытный! рабочий сделал х деталей, ученик —_ деталей. 
5 


П. Ученик сделал у деталей, опытный рабочий 2,5 у деталей. 
4. Заработок сына составил = заработка отца. Выразить эту 


зависимость с помощью неизвестных, затем проверить на числах. 


+ См.: А. Н. Боголюбов. Работа над словом при решении задач в ариф- 
метике в начальной школе. Пути повышения успеваемости по математике «Психо- 
лого-педагогические исследования учителей». Сборник статей, под ред. Н. А. Мен- 
чинской, М., Учпедгиз, 1955, стр. 20. 
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Ответ. 1. Отец заработал х руб 
| ал х руб., сын заработал 
8х руб. 
И. Сын заработал у руб., отец заработал у: Е 
ше сына, что и должно быть. 
оверк усть зараб 
Пр рка. Пусть заработок сына составляет 
да заработок отца равен 100. АИ) руб 
100 _ 5 — 


В самом деле, — =. 
140 7 


5 


обороты, например: 


мости. 


т, число девочек двумя способами. 


. Вароаить #9, 
ыы Выше были рассмотрены упражнения по замене сравнения, вы- 
1 раженного словами, символическим выражением его результата. 
де #8 | Эту форму упражнений целесообразно дополнить структурно 
16 ' противоположной формой, когда ученик заменяег символическое 
‚земли, м’ Выражение зависимости словесным. 
ы И Пример 1. Учитель пишет на доске: 
ов | Сыну х лет, отцу 6х лет. | 
ВЫ Как выразить в словах (не употребляя буквы х) зависимость 
| между возрастом сына и отца? 
] | Ответ. Отец старше сына в б раз (или сын моложе отца в 
Ро в га кикурузой, а в совхозе 
ник 38 ой Пример 2. В колхозе было засеяно ий укуру . 
ний ня - х га. Как выразить эту мысль, не употребляя буквы х2 
ов } й в совхозе, составляет 
и’ , 5 Ответ Площадь, занятая кукурУЗо 
| Я й хозе. 
ри | - площади, занятой кукурузой В колхо ь 
сравнения величин алгебраи- 
сущности записи | 
я Дия но показать ученикам процесс составления 
В чекм методом по ан 
р уравнения при решении . 


9 Заказ 542 


5 


- ОТх, т. е. 


у, т. е; боль- 


100 руб. Тог- 


Последний вопрос, как и предшествующие, надо предлагать в 
разных вариантах, привлекая другие термины и грамматические 
да. Отношение заработка сына к заработку отца равно я 

г : 7 Е 
46. Заработок отца составляет `_ заработка сына и т. д. 


В алгебре наряду с предыдущими способами сравнения величин 
используется также связывание двух значений посредством ука- 
зания их суммы. Поэтому целесообразно тренировать учащихся 
и в применении суммы для символического изображения зависи- 


5. В классе было всего 35 учеников. Обозначить число мальчиков и 


Ответ. Г. В классе было х мальчиков и (35—х) девочек. 
П. В классе было у девочек и (35 — У) мальчиков. 
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Учитель проводит примерно следующую беседу: 

— Сейчас вы увидите, как составляется задача, решаемая ал. 
гебраическим методом. Слушайте внимательно, так как дома вы бу. 
дете сами составлять и решать подобную задачу. | 

Для колхозного клуба купили баян, пианино и скрипку. Скажите 
мне приблизительно цены этих музыкальных инструментов, 

После обсуждения на доске и в тетрадях записываются столби- 
ком цены и помечается несколько способов выражения зависимос- 
тей между ними. 


Т способ И способ Ш способ 


г \ 
Скрипка 60 руб. (х — 80) руб. ‚У руб. (= — 80 |руб. 


\ у 


2 
Баян 140 руб. х руб. (у- 80) руб. 4 РУб: 


Пианино 560 руб. 4х руб. (у- 80) . 4 руб. 2 руб. 


Всего: 760 руб. 760 руб. 760 руб. 760 руб. 


Далее учитель говорит: 

— Чтобы составить задачу, надо указать общую стоимость по- 
купки, а цены отдельных предметов дать в скрытом виде, т. е. вы- 
разить посредством сравнения. 

Останавливаемся на одном из вариантов, например: пусть баян 
стоит х руб. (х = 140). Сопоставим стоимость баяна со стоимостью 
скрипки посредством разностного сравнения. Тогда скрипка будет 
дешевле баяна на 80 руб. (140 — 60 = 80). 

Далее стоимость баяна сравним со стоимостью пианино для раз- 
нообразия другим способом (кратным сравнением): баян дешевле 
пианино в 4 раза: 560: 140 = 4 (раза). 

С помощью учеников учитель формулирует условие составлен- 
ной задачи. 

Гзадача. Для колхозного клуба купили баян, пианино и скрип- 
ку на общую сумму в 160 руб. Скрипка дешевле баяна на 80 руб., а 
баян дешевле пианино в 4 раза. Определить стоимость каждого му- 
зыкального инструмента. 

Записав символическое выражение условия задачи, проводим 
решение: 


(х — 80) -- х-- 4х = 760; 
х— 80 -- х+- 4х = 760; 


6х = 840; 
Аи 


о 
м 
мы 
мох 
к 
хх |: 
‘и 
О) рб, о 
ти 
"4 6, р 
— 
0 | М 


ть общую стоямоть 
; скрытом виде те 


| 


При выполнении таких пропедевтических упражнений 
составить и решить несколько задач по а важно 
И задача. Пусть скрипка стоит у б р 
В ить (У+ 80) руб., а пианино в 4 раза я баян будет 
будет стоить (у -- 80) - 4 руб. роже баяна и поэтому 
ку схему записываем рядом с п лей 
Уравнение: у + (у Во) +0 0) 4 — 760 
‚ Условие составленной задачи рассказывают ученики 
1 задача. Пусть пианино стоит = руб. Тогда баян будет 


г 
ть = руб., так как он 0 Е ы 
стоить руо., к он дешевле пианино в4 раза. Скрипка будет 


2 
стоить Ё — 80) руб. 
2 2 
Уравнение 2---, + (= а 80) — 760. 


К уравнению учащиеся формулируют соответствующую задачу. 
В приведенных упражнениях запись соотношений между ве- 
личинами в символической форме начинается не с неизвестных ве- 
личин, как бывает обычно, ас известных, заранее намеченных чисел. 
Это обстоятельство помогает ученикам абстрагировать зависи- 
мости (перейти от соотношения 140 — 80 = 60, через 140 — 80 = 
=х к соотношению 140 =х- 80, где (х -Е 80) — стоимость 


баяна). 
Решение рассмотр 
исходных величин (6 
Можно составить и другие 
вывалось на использовании 
сравнения. 
Для краткости изл 
Пусть выбранные ч 
остаются прежними. 


енной выше задачи основано на суммировании 


О-+ 140 - 560 = 760). 
задачи так, чтобы решение их осно- 
разностного сравнения и’ кратного 


редыдущей задачей. 


ожения воспользуемся п 
тя их друг с другом 


исла и способы сравнен! 


Разностное сравнение. 


Скрипка | 60 руб. | *— 80 
На. |200 | 5бо — 200 — 360 
Пианино | 560; руб, |< 4%. 14560 4х {+ &— 80] = 360 


В приведенной схеме кратко изображена последовательность 


операций при составлении задачи. 

Зада : а. Для колхозного клуба купили РЕ я е ЕЕ 
Ни апи уже 
а ‚ Сколько стоит каждый 


баяна и скрипки, вместе 
музыкальный инструмент в отдельного 
Уравнение: 4х — № т (« — 80] - 
259 


9* 


Кратное сравнение. 
560 : к = 
Так как р = 2,8, то имеем задачу, 1 ‚ая отличается от 


предшествующей задачи лишь фразой: 

...известно, что пианино дороже скрипки и баяна, вместе взя- 
тых, в 2,8 раза. 

Уравнение; 4х = [х - (х — 80)]. 2,8. 

Суммирование. 

Наряду с кратным и разностным сравнением для связывания 
величин можно использовать суммирование: 

Скрипка и баян стоят вместе 60 - 140 = 200 (руб). Если в ус- 
ловие ввести число 200, тогда одна из задач будет выглядеть так: 


Скрипка | 60 руб. | | Е & 200 —х 
Баян 140 руб. м руб, 200 —х х 
Пианино | 560 руб. | 560 руб. | 4(200 — х)| 4х 


Задача. Для колхозного клуба купили скрипку, баян и пианино 
за 760 руб. Скрипка и баян стоят вместе 200 руб., а пианино в4 
раза дороже баяна. Определить стоимость каждого инструмента в 
отдельности. 

Уравнения: 1) х- (200 — х) -- 4 (200 — х) = 760; 

2) (200 — х) -- х + 4х = 760. 

На практике мы убедились, что составление таких простейших 
разновидностей задач вполне доступно уже шестиклассникам; 
такая работа является хорошей подготовкой к составлению и ре- 
шению задач в УП—\Ш классах. 

Цель научить ученика различным формам выражения одного 
и того же.условия должна быть в поле внимания учителя на всех 
этапах работы при решении задач. 

После упражнений в применении взаимосвязанных способов 
сравнения величин ученикам легче решать более сложные задачи. 


Рассмотрим одну из таких задач. 


По плану в цехе завода нужно изготовить за 96 рабочих 
дней определенное количество деталей. Улучшив технику произ- 
водства, в цехе стали изготовлять ежедневно на 50` деталей 
больше, чем было намечено по плану, а поэтому за 24 дня рабо- 
ты рабочие цеха выполнили плановое задание и изготовили 200 
деталей сверх плана. Сколько деталей изготовили в цехе за 24 
рабочих дня? 

На экзаменационной работе в УП классе ученики выполнили 
решение этой задачи в следующих вариантах: 

Г. В цехе должны были по плану выпускать в день х деталей; 
решение сводится к уравнению 24 (х-+ 50) — 26х = 200. 
ПП. В цехе изготовляли ежедневно р деталей; решение сводится 


к уравнению 24 р— 26 р— 50) = 200. 
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Ш. В цехе изготови 
нение: 


- = 50. 


ео, | Т\. Рабочие цеха должн . 
ы Ас лжны ( я } 
№ следующее: т изготовить К деталей; уравнение 


Е Ра 
Е ый 


> Ж 
им м ] 24 56 
\ | При обучении вс а Е 
м ри обу е еще мало уделяют внимания 
| сравнению различных решений. я анализу решения, 


и Учащийся нередко хорошо представляет л Й 
-3 х | пет и не знает других возможных в 
| Г < ы т 
4 оэтому необходимо предлагать им но возможности реше 
в: и ы же задачу несколькими способами и. 
осле самостоятельной работы 
] на решени Г 
а ‹ р ле задач следует выпи- 
200 Их сать на доске все возможные уравнения, полученные разными = 


у никами. 
инт пример, в случае Й 
ен На ; у рассматриваемой задач ) 
| к. дачи можно потребо- 
= й = 7%. Решить задачу, обозначив через у количество деталей, которое 


’ 
ам планом. Проверить ответ, решив задачу вторым способом 
ление Хх ротео  - через Е количество деталей, фактически выпущенных в 


т к Процесс решения сводится к составлению уравнения 
| +200 _ У 
| СЕБЕ жж 96 = 50. 
мам выражения о 2 2 
мания увела" Процесс проверки также сводится к составлению уравнения 
и р: Е— 200 
об И = 50. 
ЯЗаНННТ = 
ИМОСВ ые"" | 
более ОЖ На уроке в целях экономии времени удобно предложить поло- 
вине учеников класса решать задачу одним способом, а другой по- 
ИИ ловине — вторым способом; тогда ученики взаимно контролируют 
р ЯР решения друг друга. 
В Анализируя решение задачи, важно обращать внимание на струк- 
одном и том же способе 


решения. | 
Пусть для решения той же задачи составлено уравнение 

Е РЕНО (1 

24 26 

е — количество выпущенных дета- 


(Здесь основное неизвестно 


лей.) 

Выясняется вопрос: какова и. 

ЛИчиН, выражаемая данным уравнением: 
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щая зависимость ве- 
Каков смысл этого 


; ‚ 
и и’ | туру различных записей уравнения при 
| 


уравнения? Рассматриваются другие спосооы записи этой 
зависимости: 


При решении этой задачи обязательно обратить внимание уча. 
щихся на существование трех форм выражения зависимостей между 
данными величинами (указанные три уравнения выражают одно 
суждение: в день изготавливали на 50 деталей больше нормы). 

Не обязательно, конечно, чтобы все три уравнения были состав- 
лены каждым учеником (хотя и это целесообразно); достаточно срав- 
нить решения разных учеников и выяснить сходство и отличие сос- 
тавленных ими уравнений и соответствующих способов решения. 

Некоторые учителя при алгебраическом решении задач считают 
необходимым обозначить буквой меньшую из двух сравниваемых 
неизвестных величин\. 

Если всегда следовать этому совету, то ученики научатся опе- 
рировать прямым действием — сложением, намеренно избегая об- 
ратного действия — вычитания; говоря иначе, из двух равноценных 
способов решения они будут хорошо знать и применять лишь один. 

Такое ограничение может иметь далеко идущие нежелательные 
последствия, а именно ученики будут упражняться лишь в односто- 
роннем исследовании явлений и не будут рассматривать их с раз- 
ных точек зрения. 

Сравнение способов решения осуществляется естественнее всего 
на одной задаче, т. е. при условиях, когда изменяется один сущест- 
венный признак рассматриваемого понятия, а именно способ реше- 
ния (при неизменности сюжета и числовых данных задачи). 

Если же не проводить сравнения, то обобщение приемов реше- 
ния задач, систематизация задач, уяснение их существенных приз- 
наков предоставляется стихии. 

При решении разных задач (даже задач одного и того же типа, 
но с различными сюжетами и числовыми данными) основное внима- 
ние обычно обращено на получение ответа (и принято добавлять: 
наиболее кратким путем). 

Однако учитель будет поступать правильно, если некоторые за- 
дачи будет решать вместе с учениками и длинным, и кратким спосо- 


1 См.: К. П. Сикорский. О составлении уравнений по условиям задач. 
«Математика в школе», 1954, № 1, стр. 42; И. Г. Польский. Составление урав- 
нений по условиям задач. Сб. «Решение задач в средней школе», М., Изд.-во 
АПН РСФСР, 1952, стр. 119. 
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ИХ Способ) 
в 

1 

еШенин За [м 
83 ДВУХ сравни 
| 


"ЧЕНИКИ Начато 
амеренно избе { 

ИЗ ДВУХ равнин 
трименять лить и 
цущие ежели 
ТТЬСЯ ЛИШЬ во 
сматривать с 


бами, с тем чтобы сравнить их 
оказался короче, проще первого. 


имеющего три члена (например, в 


ки выяс 
выяснить, почему второй способ 


Рассмотренное выше решение сводится к состав 


лению урав 
последнем с уравнения, 


} лу - 
720 50, Е, лучае эти члены суть 
24 24 
Сравним два способа решения задачи, 
равнение, содержащее болыне чисел. 
В школьном зале поставлены скамейки. Если на каждую скамью 
посадить по 6 учеников, то не хватит 4 скамеек: если, и 
скамью посадить по 7 учеников, то 6 скамеек СИС ВОО, х 
Сколько скамеек было поставлено в зале? м 
Первое решение. В зале было х скамеек. В первом слу- 
чае на них разместилось бы 6х учеников, но тогда не хватило бы 
4 скамеек, т. е. 6-4 = 24 ученика останутся без места; всего было 
(6х -- 24) ученика. 

2 Во втором случае занято х — 6 скамеек, т. е. всего учеников бы- 
ло 7 (х — 6) человек. Так как и в первом и во втором случае число 
учеников осталось постоянным, то оба выражения можно соединить 
знаком равенства и получить уравнение бх -{ 24 = 7 (х — 6), 
из которого найдем: х = 66. 

Ответ. В зале было поставлено 66 скамеек. 

Для проверки решения можно предложить решить ту же зада- 
чу при другом неизвестном. 

Пусть было всего у учеников. 


Тогда в первом случае требовалось бы г скамеек, фактически же 


которой соответствует 


\ у 
было бы в зале с — скамеек. Во втором случае требовалось = 
6 


скамеек, да еще свободными оставались 6 скамеек, т.е. в зале было 


| 6 скамеек. 


Составляем уравнение 
7 —4=2 4-6; у= 420. 
6 7 
Ответ. В зале 6 
Табличная форма 
дач. ь 
Математическое содержание 


школе, таково, что в НИХ дважды 


а га 
числовые значения нокоекия рек а 
Во многих случаях поэ 


й формой записи, 
зоваться табличной ф 
й е их удобно пользоват ое. 
о и. и гляднее обычной записи с ее ко: 
ное ан ние определенного расположения ое м 
дополнительную информацию, облегчающу 


камеек. 
ыло поставлено 66 с 
записи решения за- 


ольшинства задач, решаемых В 
сравниваются («связываются») 
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Рассмотрим задачу: Е | 
Ателье уплатило за шелк на 200 руб. больше, чем за сукно. 19 
шелка стоил 6 руб., 1 м сукна — 10 руб. Сколько метров шелка, 
на в отдельности купило ателье, если всего куплено 76 м? 
Схема решения этой задачи: 


и сук- 


Цена в 


с Стоим 
Материал рублях Количество в м ость в 


рублях 
Шелк . 6 
Сукно 10 


х— 200 
10 


& 
Уравнение с | 


Ответ. 60 м, 16 м. 


Для проверки решения воспользуемся той же схемой, причем 
находим последовательно сначала стоимость отдельно шелка и сук- 
на, затем количество купленной материи и, наконец, сколько всего 
куплено материи. 


Цена в Стоимость в 
Материал рублях Количество в м рублях 


Шелк 


360 — 200 =: 


Сукно 10 
- 10 


16 


Всего нужно 60 -|- 16 = 76 (м) материи. 

Разумеется, можно обойтись устной проверкой, пользуясь схе- 
мой решения как ориентиром рассуждений и вычислений, выполня- 
емых при проверке. Однако табличная форма записи облегчает 
сравнение решения и процесса проверки ответа. 


2. 0 СОСТАВЛЕНИИ ЗАДАЧ ПО ЗАДАННОМУ УРАВНЕНИЮ 


В учебной литературе находит место оправдавший себя 
на практике принцип параллельного рассмотрения некоторых во- 
просов. Так, например, решение уравнений сопровождается реше- 
нием задач, приводящих каналогичным уравнениям; решение урав- 
нений с числовыми коэффициентами сочетается с решением неслож- 
ных параметрических уравнений. 
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Однако нередко целую серию у 
нию одних Только уравнений г 
азие такой работы убивает ж 
довлеть над содержа! 
) С! ЗЫКу ие я зап? к 
ическим методом начинают тускнеть и : решения задач алгебра- 
Повышению интереса учащихся Е Е 
ое ) щихся к ое содейс” 767 у 
придумывание ими сюжетов и ситуаций к за дан | и 
системам уравнений. аданным уравнениям или 
Пусть дано задание: решить уравнение 8х —3 = 5 
Предъявим дополните и 
олнительное требование — 
решение которой приводится к решению. ета раннелия 0 
ь `о уравнения. 
Вот задача, составленная по этому аи ученика 
лективно: ь ву 
ть 8 карандашей без 3 коп. равна стоимости 5 каран- 
дашей и 6 коп. сверх того. Сколько было карандашей? 
Решить систему уравнений: 


ков алгебры посвящают реше- 
зывая их с задачами. Однооб- 


и ценные н 


[2х—у=2, 
|2х -Н у= 10. 


Соответствующая задача: 

В семье две сестры и один брат. По скольку тетрадей купил каж- 
дый из них, если сестры купили тетрадей поровну и притом две 
сестры купили всего тетрадей на 2 штуки больше, чем брат, а трое 
вместе купили 10 тетрадей? 

В задачнике П. А. Ларичева задачи для решения с помощью сос- 
тавления уравнений часто предлагаются парами на одну и ту же 
функциональную зависимость. Этот прием облегчает ученикам 06об- 
щать и переносить метод решения одной задачи на другую. 

Принцип дублирования целесообразно использовать также и 
для уяснения учениками связей, существующих между текстовой 
задачей и ее уравнением. Поэтому было бы удобно и методически 
оправдано располагать в задачнике под одним общим номером два 
упражнения, первое из которых было бы задачей, а второе — зада- 
нием составить и решить сходную задачу, удовлетворяющую опре- 


деленным требованиям. 
1) ооОмЬВ, задача № и. А. Ларичев (Задачник по 
алгебре ч. Г. М., Учпедгиз, : 
В вой Элеваторе было зерна в 2 раза больше, чем в ор 
первого элеватора вывезли 750 т зерна, а во второй ево ри 
ли 350 т зерна, после чего вобоих элеваторах зерна с ми ровну. 
Сколько тонн зерна было первоначально в каждом элеваторе: 
50 = х + 350. 


Решение 2—1 
Эту задачу можно было бы дублиро 


2) Составить задачу, решаемую ура 
+ 250. (Здесь изменены лишь числа п 


уравнения.) ы 


вать заданием: 
внением 3х — 100 = х —. 
ри сохранении структуры 


Ученик составляет задачу при сохранении того же сюжета, но 
с иными числами, например такую: 

В одном элеваторе зерна было в 3 раза больше, чем в другом. Из 
первого элеватора вывезли 100 т зерна, а во второй привезли 950) т 
зерна, после чего в обоих элеваторах зерна стало поровну. Сколь- 
ко тонн зерна было первоначально в каждом элеваторе? 

Могут быть и иные варианты задания, скажем следующие: 

3) Составить задачу с другим сюжетом (не про элеваторы) так, 
чтобы она решалась посредством уравнения Зх — 400 = х — 50. 

Ответ проверь по условию задачи. 

(Здесь изменяется уже содержание задачи: если в задаче № 758 
В одной части уравнения была разность, а в другой — сумма, то 
в задаче 3) в обеих частях соответствующего уравнения исполь- 
зованы разности.) 

Ученик может составить следующую задачу: 

В одной бригаде площадь земли, занятая пшеницей, в 3 раза боль- 
ше, чем в другой. Когда в первой бригаде убрали урожай с 400 га, а 
в0 второй бригаде с 50 га, то в обеих бригадах осталось неубранной 
одинаковая площадь посева. Сколько пшеницы надо было убрать в 
каждой бригаде? 

Наконец, возможен и четвертый вариант задания, когда в обеих 
частях уравнения используется действие сложения: 

4) Составь задачу с другим сюжетом так, чтобы она решалась 
при помощи уравнения 2х -- 300 = 4х + 100 или уравнения 300 -- 
-- 6х = 180 -+ 8х. 

К последнему уравнению может быть составлена следующая 
задача: 

Один рабочшй изготовил 300 деталей, а другой — 180. Когда 
первый выполнил еще 6 норм, а второй — 8 таких же норм, то оба 


изготовили равное число деталей. Сколько деталей нужно изготовить 
по норме? 


3. СОСТАВЛЕНИЕ ЗАДАЧ ПО АНАЛОГИИ С РЕШЕННОЙ 


Решение уравнений и задач, приводящих к ним, пропедевтически 
рассматривается уже при изучении первых разделов алгебры. 


аже на первом этапе полезно сочетать решение задач с состав- 
лением их. 


Приведем несколько примеров. 

Сложение и вычитание одночленов. 

Пусть решена задача: 

Сумма углов треугольника равна 180. Величины углов относяпта- 


ся как 3, 4 и5. Найти углы треугольника. 
Решение. 


Зх -- 4х | 5х = 180°. 


т ие 
ы и 


После решения этой задачи учитель пре; 

погичную задачу, скажем, о сумме ты длагает составить ана- 
Ученик составляет примерно следующ четырехугольника. 
Сумма углов четырехугольника В, м 

относятся как 3, 4, 5 иб. Найти углы четырехуго, еличины углов 
Решение. хугольника. 


3х -- 4х -Е 5х -1 6х = 360°. 


Ответ. 60°, 80°, 100°, 120}. 

Следует иметь в виду, что при составлении задач по аналогии 
иногда может случиться, что формально вычисленный ответ не будет 
иметь реального смысла. р 

Поэтому учащиеся должны проверять ответы, найденные при 
решении составленных ими задач. 


к 
., 93 р м Так, о если при составлении предыдущей задачи было 
жай са | намечено, чтобы углы четырехугольника относились как 3.45.12 
ОСЬ Не у и то последний угол окажется равным 180°, чего быть не может, ибо 
К четырехугольника с углом, равным 180°, не существует. 
р | Сложение и вычитание многочленов. 
1, КОГДа В Оба Пусть решена задача: 
вы | В трех школах 1300 учеников. Во второй школе вдвое больше 
ы она решать учеников, чем в первой, а в третьей на 100 меньше, чем во второй. 
завнения 300 - Сколько учеников в каждой школе? 
Решение. 
на. следую х-- 9х + (2х — 100) = 1300. 
Далее учитель предлагает составить аналогичную задачу, ска- 
‚— 180. № жем, про жителей трех деревень. 
те нори, пом Следует пояснить, что составление задачи с произвольными урав- 
10 нениями не всегда приводит к цели. 
Но и Так, например, задача, сводящаяся к уравнению 
у х 6 3х + (3х — 100) = 1200, 
5 задачи х 
не имеет решения (. = 185 ‚ если по смыслу условия зад 
бочих или уче- 
1 должен быть целым числом ть количество ра у 
И ников, количество парт и Т. п.) р. 
сдав" т показать иную, более целесообразную последо 
о ен. О ий при составлении задачи, когда 
алГ ий вательность логических операц И м ового тождества. 
ддач этот процесс начинается с заранее Нан нося к уравнению вида 
Нам надо составить задачу, сводящу 
ие ИЕ 1900. 
. Пусть х = 400. помня, что в уравнении 
и” Налишем новое числовое ие ь 
и . . речь пойдет о числе учащихся в 300) — 2500 
г к. М. о Е 
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: $ 
# 
р 2 т 


Данное числовое тождество заменим уравнением 
у -Е Зу - (Зу — 300) = 9500. 


И наконец, придумываем к этому уравнению соответствующее 
условие задачи, например: ее 

В поселке имеются три школы. Во второй школе учеников в 3 
раза больше, чем в первой, а в третьей школе на 300 учеников мень- 


ше, чем во второй. В трех школах всего учится 2500 учеников. Сколь- 
ко учеников в каждой школе? 


Ответ. 400, 1200, 900. 


Формулы сокращенного умножения. 


Пусть решена задача: 


Каждую сторону квадрата увеличили на 2 м, отчего площадь 


квадрата увеличилась на 56 кв. м. Чему была равна сторона квадрата 
вначале? 


Решение. 


(* + 2)? — 2 = 56; 2-44 — = 56; 
4х = 52; х= 13. 
‚ Учитель может предложить 


учащимся составить подобную, но 
видоизмененную задачу, 


указав, что в решенной задаче использо- 
вано увеличение площади квадрата, а надо составить задачу, в кото- 
рой должно быть использовано уменьшение площади в зависимости 
от уменьшения стороны квадрата. 

Такое задание ученик выполняет в три приема: 

1. Намечает сторону квадрата (пусть у = 30 м) и допускает, что 
сторону следует уменьшить на 7 м. 

Составляет тождество 302 — (30 — 7)2 = 371. 

2. Преобразует его в уравнение у? — (у — 7)2 = 371. 

3. Устно формулирует условие задачи: 

Каждую сторону квадрата уменьшили на 7 м, отчего площадь 
о уменьшилась на 371 кв. м. Какова была сторона квадрата 
вначале 


Алгебраические дроби. 


Составляя аналогу 
же путем в три этапа: 
|1. Выбрать знаменате 
ь число, кратное 10 и 


учащимся удобнее идти тем 


скажем, числа | о п 
‚ ЧиСЛ 112. Вы 
ер 180 а и 12. Выб- 
р 159. 


рат 
Составить числовое тождество 180 180 
г 10 12 
9. Заменить в тождестве число 180 буквой х, п 
х к. 
дество в уравнение: Е 26 
12 ; 
3. Придумать соответствующее условие, например: 
По плану бригада должна обрабатывать в день 10 га пос 
Фактически она обрабатывала в день 12 га и поэтому р 
С ; зыпо, / 
плановое задание на 3 дня раньше срока. Определить п НВ 


посевов. 


реобразовав тож- 


И, От 
о После изучения квадратных уравнений весьма интересно вы- 
НЫ полнять сдвоенные задания по «превращению» одного и того же 
числового тождества в уравнения, приводящиеся к линейному в 
одном случае, к квадратному — в другом случае. : 
5: Пусть мы составили следующее числовое тождество: 
И 
360 / 240 
9 
НИТЬ ПОДОбНУЮ, и 
Напишем условие задачи: 
задаче использ» у = 
ть ЗаДаЧУ, ВЫ Купили на3 руб. 60 коп. яблок по 60 коп. за килограмм и на? руб. 
| ) 40 коп. груш по 80 коп. за килограмм. Всего куплено 6 -- 3 = 9 (кг) 
ДИ В ЗАВИСИМ фруктов. 
Сравним теперь числители разностным сравнением: 
| р 
и 360 — 240 = 120; 
и допуска", 360 = 240 -+ 120; 
х = 240; 
360 = х + 120. 
= 91. Приходим к следующему уравнению: 
ой х- 120 1-9 
ое и 60, 80 
7} з 
порн Соответствующая задача такова: Е 
Купили 9 ке яблок и груш. ] кг яблок стоит 60 = вое = = 
80 ком. Известно, что за яблоки уплачено на ми инет 
чем за груши. Сколько уплатили за яблоки и груши 8 ‘отде, я : 
} Решение данной задачи приводит к линейному м о г 
р Если же оставим числители известными числами, связ 
а, менатели разностным сравнением, то получим: 


ИИА ий" 
60 - 20 = 80; 
в" 60 = 80 — 20; 


Получаем следующее уравнение: 
360 4 240 ==0 
ИЯ 

Учащиеся формулируют условие новой задачи: 

Купили 9 кг яблок и груш. За яблоки уплачено 3 руб. 60 коп. и за 
груши 2 руб. 40 коп. Найти цены килограмма яблок и килограмма 
груш, если килограмм яблок дешевле килограмма груши на 20 коп. 

Решение данной задачи выполняется посредством составления 
квадратного уравнения. 

Можно, конечно, связать числители (или знаменатели) посред- 
ством использования сумм этих чисел. 

Тогда получаем: 


360 -- 240 = 600; 60 -- 80 = 140; 
360 = д; 60 = р; 
Е - 240 = 600; р - 80 = 140; 
240 = 600 — д; 80 = 140 — р; 
и, наконец, Е 

ха 600—х ео р 140—р 

ВО Дальше составляется условие 
Дальше составляется условие | Задачи к составленному урав- 


задачи к составленному урав- | НЕНИЮ: 
нению: Купили 9 кг яблок и груш, при- 


Купили 9 кг яблок и груш, | Чем | ка яблок и 1 ке груш сто- 
всего на 6 руб. ит. д. ’ | ят вместе 1 руб. 40 коп. ит. д. 


Приведем пример еще одной задачи, которая также решается 
с помощью уравнения с дробными членами. 

Пусть решена задача: 

Сумма окружностей переднего и заднего колес экипажа равна 
5 м. Одно из них на протяжении 90 м делает столько же оборотов, 
сколько другое на протяжении 60 м. Найти окружность каждого 
колеса. 

Решение: 


Ответ. Зми? м. 

Составление аналогичной задачи ученик выполняет следующим 
образом: 

1. Выбирает ситуацию. 

Пусть, например, задача будет составлена на сравнение коли- 
честв купленной материи. 

Подбирает цену шелковой и цену шерстяной материи возможно 
ближе к истинным: 1 м шелковой ткани стоит 8 руб., 1 м шерстя- 
ной материи стоит 12 руб. 
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ляется условие 
зленному урав. 


ок груш, пра 


| ке груш ит 
40 ком. ит. ^ 


акже реше 


ЗРООНИНЕНЕ 


сорта и заплачено 8 . 100 = 


Пусть для мастерской куплено по 100 м материи 
ай того и другого 


А 
©09 руб.; Е з 
Составляет далее равенство 1 у ДВ —- О р 
о из двух дробей (т. е г 
800 1200 . е. приравнивает 
Ва Рь. 
9. Заменяет числовое тождество уравнением 
ножны различные варианты замены. ее 
а) Следуя решенной задаче, можн 
, ‹ о за Е з 6 
т г 8), а Е. 50 В 90 Е +еизвестное х принять 
Получается уравнение и. 
6) Приняв за у : т. 
р за у цену шерстяной материи у = 12 
= 12, полу 
ЕЁ. у учим иное 


количества купленной материи): 


ричем здесь воз- 


800 1200 


20—у У 

В обоих случаях задача имеет одно условие: 

1 м шерстяной и 1 м шелковой материи стоят вместе 
20 руб. Зная, что на 800 руб. можно купить столько же метров 
шелковой материи, сколько можно купить шерстяной материи на 
1200 руб., определить цену ше рстяной и шелковой материи. 


4. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЗАДАЧИ, РЕШЕННОЙ ПОСРЕДСТВОМ СИСТЕМЫ 
ДВУХ УРАВНЕНИЙ ПЕРВОЙ СТЕПЕНИ С ДВУМЯ НЕИЗВЕСТНЫМИ 


дачу на составление сис- 


Покажем, как можно преобразовать за 
из анализа конструкции 


темы уравнений в другую задачу, исходя 
решенной задачи: 

На платформу были погр 
300 шпал. Известно, что все дубовые ши 
чем все сосновые. Определить, сколько было дубовых и сосновых шпал 
отдельно, если каждая дубовая шпала весила 46 кг, а каждая сосно- 


ужены дубовые и сосновые шпалы, всего 
алы весили на 1 т меньше, 


вая — 28 кг. Е 
Решение. Было х дубовых, У сосновых шпал. Система» 
уравнений: 
= 300 


Ж= 
| 08х — 46у = 1000. 


Ответ. 100 дубовых; 900 сосновых шпал. 

Проверку решения запишем кратко В виде 

200 = 100 = 300; 

28. 200 2 ибы 100= 1000. + 

1 сю- 

Какие же иные варианты задач можно р но 

жету? Сколько всего этих вариантов? О И 

дачи по форме уравнений, составленных п ь. У С 

строке взята сумма всех шпал,» а во второй с7 ое м. 
весов шпал двух сортов. Какими способами м 


ых чисел? 
вие задачи, не изменяя с 


двух равенств: 


южета и данн 
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Учащиеся выясняют, что можно, н: ср, вместо суммы всех 
шпал взять разность числа сосновых и дубовых шпал, а вместо раз. 
ности весов взять сумму весов. 

Так как для изменения условия задачи достаточно одной вариа- 
ции, то можно получить четыре разновидности задачи, структуры 
которых будут следующие: 

сумма количеств шпал: 200 Е 100 = 300; | 

разность значений веса: 28. 200 —46 . 100 = 1000; 

сумма количеств шпал: 200 -- 100 = 300; | 

сумма значений веса: 28. 200 - 46 . 100 = 10 200;] 

разность количеств шпал: 200 — 100 = 100; 

разность значений веса: 28 . 200 — 46. 100 = 1000; 

разность количеств шпал: 200 — 100 = 100; ту 

сумма значений веса: 28. 200 -- 46. 100 = 10200. | 

Например, задача (ТУ) будет иметь следующее условие: 

На платформу было погружено дубовых шпал на 100 штук 
меньше, чем сосновых. Известно, что все шпалы весили 10,2 т. Опре- 
делить, сколько было дубовых и сосновых шпал в отдельности, если 
каждая дубовая шпала весила 46 кг, а каждая сосновая — 28 кг. 

Система уравнений: 


Ш 


| У = 100, 
| 28у + 46х = 10200. 


Все четыре задачи имеют общую структуру: в них известны 
вес одной дубовой шпалы и вес одной сосновой шпалы, искомым яв- 
ляется количество шпал каждого сорта в отдельности. 

Другая группа из четырех задач возникает тогда, когда вместо 
двух неизвестных количеств шпал будут искомыми вес дубовой 
шпалы и вес сосновой шпалы. 

Если в условии задачи (1) была дана сумма количеств шпал, 
то по аналогии в условии задач (Ти П), укажем, сколько весили 
вместе одна дубовая и одна сосновая шпалы, а в условии задач (Ш 
и ГУ) укажем, на сколько дубовая шпала тяжелее сосновой. 

Например, задача (11) будет выглядеть так: 

На платформу было погружено 100 дубовых и 200 сосновых шпал, 
причем общий вес шпал составлял 10,9 `т. 

Одна сосновая шпала и одна дубовая шпала весят вместе 74 кг. 
Определить, сколько весила одна дубовая и одна сосновая шпала 
в отдельности. 

Решение. а-- 6 = 74; 2004 + 1006 — 10 200. 


5. КЛАССИФИКАЦИЯ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ЗАДАЧ, 
ПРИВОДЯЩИХ К ЛИНЕЙНЫМ УРАВНЕНИЯМ 


Одним ИЗ неразработанных вопросов методики математики до 
сих пор продолжает оставаться классификация алгебраических за- 
дач, хотя ею занимались многие методисты. 
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Н 


НИХ ИЗВЕСТНЫ 
ИСКОМЫМ Я. 
НОСТИ, 
Когда вместо 
вес дубовой 


семь Групи («Математика 


И. Альтшуллер предлагг вать э 

эазь задачи на следующие в 
©, 1940, № 2): Е. 
- вания (нахождение неизвест- 
х сумме и разности ит, п.). 


1. Задачи без кон 
ого компонента, двух чт 

9. Проценты. 

3. Задачи на сложение. 

4. Движение. 

ыы о членов дроби (отношения). 

я. алла ры (например, задачи на бассейнь). 

8. Смешанный отдел. 

Такое тематическое распределение задач не решает вопроса 
о расположении их в порядке возрастающей трудности: А 
вые по степени трудности задачи попадают в разные группы и раз- 
личные по трудности задачи попадают в одну группу. 

Наиболее обоснованной и полно разработанной является клас- 
сификация, предложенная А. Н. Барсуковым. 

Он разбил задачи на две большие группы: задачи пропедевти- 
ческого цикла и задачи основного цикла (речь идет о задачах, решае- 
мых посредством уравнений первой степени). 

Он распределяет задачи первой группы соответственно различ- 
ным разделам тождественных преобразований: на сложение и вы- 
читание одночленов и многочленов, на умножение и деление одно- 
членов и многочленов, на алгебраические дроби и т. д. Задачи ос- 
новной группы делит по виду уравнения, к которому сводится ре- 
шение задачи. Уравнения эти следующие: 

а 


 х-а=ё; а =6; 2-8 р 


х 
2) ах = сх - 4; 
3) ах в = т (сх а) и ах =т (сх +9 тв 


4) ах ь=т[с8—® +4} 


) 
пои 


ителю подбирать задачи в опреде- 


Эта классификация помогает уч 
ленной последовательности, | и. 
В о икалия А. Н. Барсукова достигнуто возрастание труд 


я ней. 
ности задач от первой группы к послед 


правильную идею этой классификации — 


т. е. функциональное 


Следует подчеркнуть 
‹ ение, 
считать основой классификации уравн 
Аа ты а ковым, имеет 
ное классификация, предложенная А. Н. Барсуковым, 
следующие недостатки: = 


1) в основу ее положена аналитическая сторона работы над 
задачами — составление уравнения; 

2) в силу этой односторонности данная классификация не О 
ватывает многих разновидностей задач; 

3) неясны пути перехода от одного вида задач к другому. (Ина. 
че говоря, не дан ответ на вопрос: чем отличается одно уравнение 
от другого?) 

Более удачна классификация задач на основе способа сравне. 
ния величин. 

Понятие «способ сравнения величин» является первичным по 
отношению к понятию «уравнение», которое является производным 
от первого понятия. 

Задачи, решаемые с помощью линейных и квадратных уравне- 
ний, можно разделить на две группы: 

А) задачи, в которых используются разные значения одной и 
той же величины (например, значения веса или значения расстояния); 

Б) задачи, в которых используются тройки взаимосвязанных 
различных величин (например, в задаче используется связь между 
ценой, количеством товара и стоимостью). 


А. Задачи, в которых используются зна: 
чения одной и той же величины 


Покажем преимущество предлагаемого подхода на примере 
составления задач, исходя из какой-либо простой ситуации (для 
краткости используем лишь один сюжет и один набор числовых зна- 
чений; при обучении варьируются, конечно, и сюжеты задач, и ма- 
тематическое содержание их). 

1. В одном мешке было 50 кг муки, а в другом — 15 кг муки. 
Из первого мешка взяли 20 кг, из второго — 15 кг. Осталось в них 
соответственно 50—20 = 30 ш 75 — 15 = 60 (кг) муки. 

Запишем эти зависимости в следующей таблице: 


Первоначальное Изменение Оставшееся коли- 
количество в кг в кг чество в кг 


Первый мешок 50 —20 30 
Второй мешок 75 — 15 60 


Выясняем наличие трех значений, которые сокращенно обозна- 
чим так: 

первоначальное количество (1); 

изменение количества (2); 

оставшееся количество (3). 

Для составления задачи на уравнение первой степени надо срав- 
нить каким-либо способом два значения из указанных трех. 
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|: 
2 
2» 
= 


| на призе 
ситуации (дя 
ЧИСЛОВЫХ ЗН 
и ЗаДаЧ, 1 


Таких комбинаций насчитывается всего 
чим так: три, которые обозна- 
Первая подгруппа. Сравнивают пе 
оставшееся количество (1, 3). 
В условии этих задач используются числ 
поэтому при кратком обозначении задач будем не . не -- 
видоизменения») в середине: Г] 621 (см. об = ие я: 
Вторая ое Сравнивают первоначальное к 
изменение ( т этом случае в условие задачи ла 
третьего столбца, поэтому задачи данного вида кратко обознача 
к о [=] *6: е: 
Третья подгруппа. Сравнивают оставшееся количество и изме- 
нение (2, 3). Задачи этого вида можно «зашифровать» так: 6 Г] 
Но два значения величины можно связать одним из следующих 
четырех приемов: 


рвоначальное количество и 


(Р) — разностное сравнение 
(больше на ...; меньше на ...); 
(К) — кратное сравнение 
(больше, меньше в... раз); 
(П) — процентное отношение 
(составляет... %); 
(Ч) — часть от числа. 


Кроме того, специфическая особенность этих задач, заключаю- 
щаяся в том, что все величины, используемые в задаче, однородны, 
позволяет использовать для увеличения числа вариаций задач 
новый способ выражения неизвестных — суммирование величин 
в каждой из трех подгрупп. 

Итак, имеем пятый способ выражения 
нами: 

(©) — суммирование двух 

Сравнение с помощью про 
нятия «часть от числа» является 
НИЯ. 

Следовательно, существенно различных Бенни а тр 
способа связи однородных величин: посредст! ес тс 


с 
поередством деления (К, и вязывания величин. 
Целесообразно различать все пять способов с 


эквивалент 

Суммирование значений ло И о ара слова. 
сравнения, но не сравнение во = блять термин «способы 
Поэтому более правильным было бы употре 


связывания величин». ыы случаем способа связы- 
Способ сравнения б 

вания величин. 
Однако в курсе ари 


связи между величи- 


значений величины. 
центного отношения и © помощью по- 
частным случаем кратного сравне- 


удет тогда частн 
фметики для классификации задач можно 
иЧин. 


обойтись лишь сравнением вел 5 


Если указанные три способа связ! еличин сочетать 
по два, то получим девять разновиднос } внутри каждой 
подгруппы. Если же учитывать пять способов связывания величин 

, 


то число разновидностей задач дойдет до 25. у 
Уяснение этой схемы связей однородных величин облегчает 
работу по составлению задач. 
Пусть мы решили сравнить первоначальные количества крат- 
ным сравнением и оставшиеся количества разностным сравнением, 
для этого находим: 


75:50 =1— (раза); 60 — 30 = 30 (кг). 


1 
2 


В условии составляемой задачи должны быть использованы вмес- 
то четырех значений величин соответствующие два результата 
их сравнения (в данном случае вместо чисел 75 ке, 50 кг, 60 кг, 30 кг 


1 : 
берем два-выражения: в 1 > Раза, на 30 кг). 


Кроме того, в условии задачи должны быть использованы оба 
значения величины, не включенной в сравнение (20 кг, 15 кг). 
Итак, можем составить следующую задачу: 


В первом мешке было муки в т раза меньше, чем во втором. 


Когда из первого мешка взяли 20 кг, а из второго — 15 кг, то во вто- 
ром оказалось муки на 30 кг больше, чем в первом. Сколько муки бы- 
ло первоначально в каждом мешке? 


Уравнение (х — 20) - 30 = (5 х— 15). 


Составленную задачу обозначим символически так: «КбР», 
Что означает: значения первоначального количества связаны крат- 
ным сравнением (буква «К» стоит на первом месте); числа второго 
столбца остались без изменения (буква «б» стоит на втором месте); 
значения оставшегося количества связаны разностным сравнением 
(буква «Р» стоит на третьем месте). 

Сравнивая первоначальные количества разностным сравнением, 
оставшиеся количества — кратным, имеем: 


75 — 50 = 25 (кг); 60:30 =2 (раза). 


Соответствующая задача вида «РбК»: 

В первом мешке было муки на 25 кг меньше, чем во втором. Ког- 
да из первого мешка взяли 90 кг, а из второго — 15 кг, то во втором 
оказалось муки в 2 раза больше, чем в первом. Сколько муки было пер- 
воначально в каждом мешке? 

Уравнение (у — 20) - 2 = У-Е 25 — 15. 

Оставив один элемент задачи неизменным (например, кратное 
сравнение значений первой величины), мы можем изменять способы 
связывания значений третьей величины, 
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+ у 

5 - 

ески так: (КР, 
ства связаны кра 
5); числа второ — 


с ра втором мест" = 
а он 1 


Получим следующие ВИДЫ 
КбК, 
Аналогично можем об‹ 


зиды задач: 
коп, КбР, Кбс Кбч 
значить все вид ани 
- г: ДЫ задач первой подгруппы: 
РбР Рбк Рбп РбЧч = > 
ПбР ПбК Пбп Пбч П6С 
ЧбР ЧбК Ч6и Ч6ч Ч6С 
СбР СбК. Сби СбЧ СбС 
Аналогично можно обозначить задачи Г 
ада двух дру 
Из них составим в качестве примера лишь ее, => а 
Сравним, например, изменения двух количеств (00 и 15) 
шиеся количества (30 и 60), причем первые два числа и 


ат С 15 ке 3 
меняя понятие «часть от числа» ее, 
при а 20 к — 4’ два значения по- 


следней величины сравним посредством разности (60—30 — я 
Получим задачу типа «бКР»: ( 30 (к). 


В одном мешке было 50 кг муки, а в другом — 75 кг муки. Коли- 


чество муки, отсыпанной из второго мешка, составило 3 количест- 
4 


ва муки, отсыпанной из первого мешка. После этого в первом. мешке 
осталось на 30 кг муки меньше, чем во втором. Сколько муки было 
отсыпано из каждого мешка? 


Уравнение (50 —х) - 30 = 75 — За. 


Данная задача (как и многие из последующих) легче решается 
с помощью системы двух уравнений, нежели одним уравнением. 
Поэтому в дальнейшем мы будем приводить и соответствующие 
уравнения с одним неизвестным, и одну из возможных систем урав- 
нений с двумя неизвестными, посредством которой решается задача, 
Так, предыдущая задача сводится к системе уравнений: 


3 
СА 


(50—12) +30 =75—А. 


В составляемых нами задачах требовалось определить пару 
значений одной из двух величин. (Оба значения третьей величины 
используются в условии задачи.) 

Однако при сохранении вида задачи ен 
два сравниваемых значения второй величины. 

АЩЫЙ, в последней задаче «бКР», вместо того чтобы ль 
ответ на вопрос: «Сколько килограммов муки было теме Ех 
каждого мешка?», можно рассматривать вопрос: «Сколько килогр 


мов муки осталось в каждом мешке?» 


ешение. 
кг 
В первом мешке осталось Х кг, во втором мешке (х + 30) 


муки. 


можно сделать 
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ине 


Следовательно, из первого мешка отсыпали 50 — х, а из вто 
д рого 
т, = 30 — (45 Хх) Кг. 
Получаем согласно условию уравнение 


60—%.* = (45— +) 


Задачу можно решить с помощью системы уравнений 
р=Е- 30, 


60 —№.4=75—2 


Составим задачу из второй подгруппы. Для этого, например, 
20 кг 4\ 
сравним изменения кратным сравнением ( а 3) первоначаль- 
ке 
75 

ные количества—посредством процентного отношения ( 
= 1505/.). 

Соответствующая задача вида «ПбК» выглядит так: 

Количество муки, имевшейся во втором мешке, составляло 150% 
муки, имевшейся в первом. мешке. Когда отсыпали из первого мешка 


в а раза больше муки, чем из второго, то в первом мешке осталось 


30 кг, а во втором — 60 кг. Сколько муки было отсыпано из каждого 
мешка? 


Решение задачи сводится к составлению и решению уравнения 


(х - 30) . 5= те: -- 60 или системы уравнений: 


вО-+0- =. 


Если в последней задаче вопрос был бы иной («Сколько муки 
было первоначально в каждом мешке?»), то, считая основными не- 
известными эти величины, получим следующее уравнение; 


ь—30= (52—60). =. 
2 3 


Второй способ приводит к системе уравнений: 


З 
РЕ 


[р = 4@—60) 


— 


И Пр, 


5 


Ум 


Эт 
> т ль | 


` так: 


составляло [5 
13 Первого ВИ 


И мешке остолкь 
Улано ИЗ КаЖба 


ению уравнени 
1; 


Выше мы исходили из ситуации, когда оба 
рицательными («отсыпали из обоих Е м были от- 
ь »}. 


› ° Разнообразие задач увеличится, 
возможности изменения величин: 
а) Одна величина уменьшается а дру \ 
, гая у 
6) Обе величины увеличиваются у» У еличивается. 
Пусть исходная ситуация, на основе к 
задачи, выражена в виде таблицы: 


е 
если использовать две другие 


оторой будем составлять 


Первоначальное 
количество в ко р Осаащея коли 
овке 
Первый мешок 50 - 10 | 60 
Второй мешок 75 — 45 | 30 


Используя кратное сравнение двух значений первой величины 
(75:50 = 1,5) и разностное сравнение двух значений третьей ве- 
личины (60 — 30 = 30), получим задачу вида «КбР»: 


В первом ящике было в 1 3. раза меныше яблок, чем во втором. 


В первый ящик добавили 10 кг яблок, а из второго отсыпали 45 кг 
яблок. После этого в первом ящике стало яблок на 30 кг больше, чем 
во втором. Сколько килограммов яблок было первоначально в каждом 


ящике? 
Уравнение 


х+10= [х—45 ) +30. 


Система уравнений: 


3 
е = р? р, 
р 10 = (#— 45) + 30. 


адачу вида «РбК», 
по структуре 32 я НЫ 
отивоположную ний первой ве 
В Е разностное сравнение а 
личины (75 — 50 = 25 (ке) и крат 
величины (60:30 = 2 (раза). 
Получим задачу: меныше, 
й одно ящике было но р о взял 
в первый ящик. добавили 10 зе не чем в0 втором. 
// ’ ^, 
ящике стало яблок в 2 раза ждом ящике: 
ПЕЙ яблок было первоначально 8 & 


ное сравнен! 


чем в другом. Когда 
и 45 кг, в первом 
Сколько ки- 


‚125 — 45). 
х+10=2(%+2 № 


Уравнение 


Система уравнений: : 
[Е=р— 15, : 
| Е- 10 = (р—45).2. 


Пусть далее исходная ситуация, на основе которой будем состав. 
лять задачи, выражается схемой: 


Первоначальное Изменение Оставшееся коли. 
количество вт вт чество вг 


Первый склад 60 + 90 150 
Второй склад 30 -{ 270 300 


Используем процентное отношение двух значений первой вели- 
чины (60: 30 = 2 = 200%) и разностное сравнение двух значений 
второй величины (270 — 90 = 180). 

Получается задача вида «ПРб»: 

Количество угля, имевшегося на первом складе, составляет 200% 
количества угля, имевшегося на втором складе. Когда привезли на 
первый склад на 180 т меньше, чем на второй, то на первом складе 
оказалось 150 т, а на втором — 300 т. Узнать, сколько угля привез- 
ли на каждый склад. 

Уравнение 150 — х = [300 — (х + 180)] : 2. 

Система уравнений: 


{ В=р— 180, 
150 —# = (300 — р). 2. 


Сравнивая первоначальные количества посредством разност- 
ного сравнения (60—30 = 30 (г), а изменения посредством процент - 
ного отношения (270 ; 90 = 3 = 300%), получим задачу вида «РПб»: 

На первом складе было угля. на 30 т больше, чем на втором скла- 
де. Когда на второй склад привезли столько угля, что он составил 
300% от угля, привезенного на первый склад, то на первом оказа- 
лось 150 т угля, а на втором оказалось 300 т угля. Сколько тонн 
Угля привезли на каждый склад? 

Уравнение 150— х = (300 — 3х) - 30. 

Система уравнений: 


| Е=р-+ 30, 
(150 —^)-3 = 300—р. 


Следует отметить, что имеются различные возможности для 
увеличения числа вариаций, являющихся частными случаями по 
отношению к рассмотренным выше типам, а именно: 

а) Значения двух величин могут быть равными (было в двух 
мешках поровну, отгрузили поровну, стало поровну и т. п.). 
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6) Одно из изменений 
аа т енений этих значений может бь 
соот ующее количество не изменяется ыы 


< В огическом п} т р р 
ом плане эти оттенки имеют 
Л у 1меют характерные особенности 
оста и поэтому они уве? ичивают число вариант В зад. 
Ч ОТ Ч [6 адач. 


Мы рассмот 
р рели исчерпывающим образом классификацию боль 


= шой совоку 
пности задач, ре 
ша 
а степени». ‚ решаемых по теме «Уравнения первой 
ктура этих 
= Структур задач состоит из ше 
сти 
числа даются в условии, а четыре знач чисел, из которых два 
том виде — резуль ения представлены в скры- 
Вне м УЕ ОНИ Анно 
сов : 
(Задачи и Кар и остаются более простые задачи 
: а), в которых к 
вели ся одноименные величины. Е РС 
ачений 6 Анализ задачника П. А. Ларичева показывает, что в нем нет 
ольшинства рассмотренных выше разновидностей задач. Напри- 
мер, в нем почти отсутствуют задачи из второй и третьей под- 
т 200% групп по нашей квалификации. 
( 
ли В Стало быть, в практике обучения мало используется возмож- 
‚ складе ная градация возрастания трудности задач и достаточное разнооб- 
пр разие по логическому содержанию задач. 


Б. Задачи, в которых используются 
значения трех различных взаимосвязан- 
ных величин 


| 


Аналогично классификации задач, В которых используются 
значения одной и той же величины, можно выполнить классифика- 
цию второй совокупности алгебраических задач, в которых исполь- 
зуются тройки различных величин. : 

Эти величины связаны прямо пропорциональной зависимостью, 
например: скорость (5), время (и пройденный путь (5); цена, 
товара и стоимость; производительность, время и 
хода горючего, время жа транспор- 
стояние) и количество горючего; объем тела и вес 
та ол ть плошаль посева и валовой сбор; пропускная 

Эбность трубы,» время и количество перемещенного вещества, 
О Г » машины, количество машин и вес 
льная теплоемкость, количество вещества и 
ная теплота плавления (парообразования), 
оличество теплоты; теплоемкость, разница 


количеств" количество теплоты; плотность жидкости, глубина по- 

3 температур ь вление; сила тока, время и количество электричества; 

для ^- гружения опротивление участка цепи и падение напря- 

ст и р". сила Тока, чи участке; напряжение одной батареи, количество 
И жжения На 9". и общее напряжение при последовательном соеди- 


еи работа; мощность, время и работа, 
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теплотворность, количество топлива и количества теплоты; Сила 
длина плеча и момент силы‘. р 

Эти тройки величин однотипны по математической зависимости 
между ними. 

Для краткости обозначим первые величины (скорость, цена, 
производительность и т. п.) буквой и; вторые величины (время, 
количество товара и т. п.) — буквой #; третьи величины (пройден- 
ный путь, стоимость, объем работы и т. п.) — буквой 5. 

В предыдущем случае тройки величин были связаны с помощью 
‘действий первой ступени А--В=С, а в рассматриваемом случае 
величины связываются посредством действий второй ступени: 


РЕ 
2) —=Е 


$ 

= ’ 

о 
о, 
) р 

Последние две связи являются следствиями первой. Следова- 
тельно, достаточно рассмотреть лишь одну форму связи: 


ЕС 


Выберем какую-нибудь простую ситуацию, например следую- 
щую: 
Велосипедист ехал 6 часов, проезжая в час по 15 км, всего проехал 
90 км. Пешеход шел 8 часов, проходил в час 5 км, всего прошел 40 км. 
Запишем эти соотношения в виде двух равенств: 


15.6 = 90; 
5.8 = 40. 


Для составления задач, решаемых посредством уравнений, не- 
обходимо, как это было подробно показано выше, сравнить (связать) 
два значения из трех (четыре числа из шести). 

Аналогично рассмотренному выше необходимо различать сле- 
дующие три подгруппы задач: 

Первая подгруппа. Сравнивают первую величину и 
третью величину (1, 1) (например, скорость и путь). 

Вторая подгруппа. Сравнивают вторую величину и 
третью величину (И, 111) (например, время и путь). 

Третья подгруппа. Сравнивают первую величину и 
вторую величину (1, 1) (например, скорость и время). 

Как будет показано ниже, среди задач последней подгруппы 
содержатся задачи, решаемые квадратным уравнением; задачи пер- 
вых двух подгрупп решаются уравнениями первой степени. : 


т Отметим, что в задачниках используется значительно меньше физических 
величин, чем это можно было сделать. Большинство из приведенных здесь зави- 
симостей по действующим программам курса физики известны ученикам уже в УП 
классе. 
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дова- 


едую- 


оехал 
‚0 км. 


ы х 


24 


Внутри каждой подгру 
дгруппы задачи различаются п 
о виду св 
между числами, подобно изложенному выше мы 
и Е изложения рассмотрение видовых понятий «про- 
цен шение», «кратное сравнение», «часть от числа» заменим 
одним родовым понятием «кратное сравнение». 


Тогда разновидности за й 
дач какой-либо подгруппы (наприме 
П, ПП) можно обозначить так: — 2 


РР бк 6 
КР КК 
бСР бск О 


Из этих 9 задач сочетанию «бКК» соответствует неопределенная 
задача, и ее следует исключить из рассмотрения. 

Итак, существуют 8 разновидностей задач, в которых исполь- 
зуются тройки разнородных величин, решаемых аппаратом линей- 
ных уравнений. 

Составим несколько задач, пользуясь приведенной классифи- 
кацией: 

1. Два значения второй величины заменим кратным сравнением 


4 ы 
(8:6 = з] и соответствующие значения третьей величины — раз- 


ностным сравнением 90 — 40 = 50 (км). 
Получаем задачу вида «бКР»: 


4 
Велосипедист был в пути в г раза меныме времени, чем пе- 


шеход. Скорость велосипедиста 15 км/ч, скорость пешехода 5 км/ч. 
Сколько времени был каждый из них в пути, если путь велосипедиста 
на 50 км больше пути пешехода? 

Уравнение 15: х— Бе = 50. 
Система уравнений: : 
Е = Е р, 


15р — 54 = 50. 


о. Составим задачу вида «бРК», для этого найдем: 8— 6 = 2; 
о раза). и 
корость 
ыл в пути на 2 часа меньше пешехода. Скор 
Велосипед ив 5 Я ртЬ пешехода 5 км/ч. Сколько времени 
И них в пути, если велосипедист прошел расстояние, 
р. ем пешеход? 
5 раза большее, Ч 
нь ее 2,25. 
нений: 
Система Урав и 
15р = 5-й.2,25. 
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3. Составим задачу вида «бКС», для чего найдем == 


90 -- 40 = 130 (км). 
Условие задачи следующее: Е 
Велосипедист и пешеход движутся навстречу друг другу. До 


36 
4 


, 


Е 
встречи велосипедист был в пути 4 "020 времени, сколько шел до 


встречи пешеход. Скорость велосипедиста равна 15 км/ч, пешехо- 
да —5 км/ч. Узнать, сколько километров прошел каждый из них, если 
расстояние между пунктами, из которых они вышли, равно 130 Км. 


Уравнение 15. + + 5х= 130. 


Система уравнений: 
3 


д’ 
15 + 5р = 130: 


= 


4. Для составления задачи «бСК» определяем: 6-2 8 = 14 (час.); 
90 
— = 2,25 = 225%. 
40 
Получим задачу: 
Путешественник ехал сначала на велосипеде, потом шел пешком; 
всего он был в пути 14 часов, причем на велосипеде он проехал рас- 


1 
стояниев2 раза большее, чем прошел пешком. Определить, 


сколько километров он проехал и сколько прошел пешком, если ско- 
рость движения на велосипеде равна 15 км/ч, а скорость пешехо- 
да—5 км/ч. 


Уравнение 15-х =5 (14 —х).2 +. 
Система уравнений: 


1 
156 = бр.21т. 


Задачи из второй подгруппы составим, используя зависимость 
между ценой, количеством товара и стоимостью: 

Пусть куплено 12 м шелка по 6 руб. за метр — всего на 172 руб. 
и 15 м сукна по 10 руб. за метр — всего на 150 руб. 

Запишем сокращенно условие в форме двух тождеств: 


6-Е 2; 
10. 15 = 150. 


5. Составим задачу в 
ставим задачу вида «СбР», дл } 
- В я чего находим: 6 -| 10 = 
ео следующую задачу: 
: м шелка и 1 м сукна стоя 
- 1 ят вместе 16 руб. За 15 л 
е 1м . вс - 
м тили на 78 руб. больше, чем за 19 м м Опреде Е 
о шелка и 1 м сукна. ее - 


Пешек. Уравнение 15х — 12 (16 —х) = 78 
т ес Я Система уравнений: : 
ь [Е 16, 
* 158 — 12р = 78. } 
. Если бы в качестве неизвестных были взяты иные числа (стои- ] 
мость шелка и сукна в отдельности), то задача решалась бы посред- } 
ством уравнения (или системы уравнений) с дробными членами. р 1 
5 Уравне 
_ ыы о в, 
-) 12 15 . 
278 Система авнений: . 
Зе - УР ; 
С З| а—в = 78, \ р 
_ а ь 2 | 
5: 16 } 
ее: В+ 12 | 
пешком; — 6. Составим задачу вида «СбС», для чего находим суммы двух 
кал рас- _ значений первой и третьей величин: 10 - 6 = 16 (руб.); 72 + 150 = | 
= 222 (руб.) | 
Имеем следующую задачу: 
стоят вместе 16 руб. За 12 м шелка и 


1 м шелка и 1 м сукна 
15 м сукна всего уплатили 292 руб. Найти цену 1 м шелка и цену 
1 м сукна. 

Уравнение Х* 12 (16 —*) 15 = 222. 


Система уравнений: 
= 16, 


ЕР 
126 + 15р = 222. 


боре основных неизвестных получили бы следую- 
робными членами: 


У 22-7 — 16. 
ВТ 


При другом вы 
щее уравнение с д 


Задачу в этом случае также можно было бы решить с помощью 
системы уравнений: 


6. КЛАССИФИКАЦИЯ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ЗАДАЧ, 
ПРИВОДЯЩИХ К КВАДРАТНЫМ УРАВНЕНИЯМ 


Если классификация арифметических и алгебраических задач 
приводящих к линейным уравнениям, в какой-то мере служила 
предметом обсуждения методистов, то классификация задач, при. 
водящих к квадратным уравнениям, в литературе почти не затра- 
гивалась. 

В большинстве задач на квадратное уравнение используются 
тройки величин, связанных прямой пропорциональной зависимостью, 

Все разновидности задач, решаемых посредством квадратных 
уравнений, содержатся среди задач третьей подгруппы, в которых 
связываются значения первой и второй величин (за исключением 
небольшого количества задач, в которых используются специаль- 
ные соотношения, например теорема Пифагора). 

Выберем какую-либо простую ситуацию: 

Колхоз засеял пшеницей 2000 га; средняя урожайность с гектара 
составила 18 ц; колхоз собрал всего 36 000 ц зерна. 

Совхоз засеял пшеницей 1200 га; средняя урожайность составила, 
24 ц с гектара; общий сбор зерна в совхозе равен 28 800 ц. 

Запишем эти соотношения в виде двух тождеств: 


18 . 2000 = 36 000; 
24. 1200 = 28 800. 


Составим задачу вида «КРб», т. е. используем числа: 
18 3 
и=-; 2000 — 1200 = 800 (га). 
24 4 
Условие задачи будет следующее: 
Площадь, занятая пшеницей в колхозе, была на 800 га больше 
площади, занятой пшеницей в совхозе. Средняя урожайность пше- 


ницы с гектара в колхозе составляла я средней урожайности в сов- 


хозе. Определить среднюю урожайность пшеницыв колхозе и совхозе, 
если общий сбор пшеницы в колхозе составил 36 000 Ц, а в совхозе — 
28 800 ц. 
Решение: 
Пусть у га — площадь, занятая пшеницей в совхозе. 
Уравнение 36000 _ 3 . 28800 
у - 800 4 У 


Мы выяснили, что данная задача решается посредством уравнения 
первой степени: 4у. 36 000 =3. 98 800 - (у- 800). 


1 В этой и последующих задачах мы ограничиваемся лишь составлением урав- 
нения. Хотя задача составлена исходя из одной совокупности исходных данных, 
в некоторых случаях, кроме намеченного заранее ответа, получаются вторые ответы 
(подробнее об этом сказано дальше), 
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больше 
по пше- 


14 в С08- 


совхояь | 
вхозе — 


Нетрудно также установить, что все задачи, в символическом 
обозначении которых встречается кратное сравнение («К»), ре 

- Ц ‚ решают- 
ся посредством уравнения первой степени; таковыми б 
рассмотренной задачи «РКб», еще и след лОЩу Е СКО, т рб» 
Сб». ующие: «СКб», «КРб», 

Таким образом, к 16 ранее установленным разновидностям необ- 
ходимо добавить еще 4. Следовательно, существует всего 20 видов 
задач, выражающих связь между тремя разнородными величинами, 
которые решаются с помощью линейных уравнений. 

Только четыре вида задач этой группы решаются посредством 
квадратного уравнения: «РРб», «РСб», «СРб», «ССб». 

Задача «РС. Площадь, занятая под пшеницей в кол- 
хозе, была на 800 га больше площади, занятой под пшеницей в сов- 
хозе. Сумма среднего урожая пшеницы с 1 га в колхозе и с 1 га в совхо- 
зе составляет 42 ц. Определить, какова была урожайность пше- 
ницы в совхозе и колхозе в отдельности, если всего в колхозе собрали 
36 000 ц, а в совхозе — 28 800 ц. 

Решение. 
1-йс пособ. Урожайность пшеницы в совхозе составила Х 4. 
Уравнение 


28 800 36 000 800. 


х 42 —х 


9-й способ. Площадь, засеянная пшеницей в совхозе, сос- 
тавляет у га. 


Уравнение 
28 800- 36 000 о 
У у -: 800 
7 ` совхозе засеяно всего 
«СР 6». Пшеницей в колхозе и с я 
УрО ь в колхозе оказалась ниже урожайности в 


кайност 
Е ТЕ с гектара. Узнать, сколько гектаров было занято пше- 
со 


ей в колхозе и совхозе в отдельности, если общий сбор пшеницы 
ое составил 36 000 ц, ав совхозе — 28 800 ц. 


ние. т 
Е Е соб. В совхозе засеяно пшеницей х га. 


авнение 
— 28800 __ 36000 _ 6. 


х 3200 —х 


соб. В совхозе с 1 га убрали в среднем по у 4 пшеницы. 
9-й СПО . 


ение 
м 36 000 В 28800 _ 3900 


и На 


Задача вида «СС. Ишеницей в колхозе и совхозе засеяно всего 
3200 га. Сумма среднего урожая пшеницы с | га в колхозе и урожая 
с 1 га в совхозе составляет 42 ц. В колхозе собрали 36 000 ц, @ в сов. 
хозе — 28 800 ц. Сколько центнеров пшеницы ‘собрали с одного гек. 
тара в колхозе и совхозе в отдельности? 

Решение. 
1-й способ. В колхозе урожайность равна х ц с 1 га. 


Уравнение 


36 000 28 800 


— 3200, 
Е 4 


х 2—х 


2-й способ. В колхозе-было засеяно пшеницей у га. 
Уравнение 


36 000 28 800 
Г. 3200 —у 


= 42. 


Основные подгруппы задач, приводящих к квадратным урав- 
нениям, удобно обозначить следующими терминами: «разность — 
разность», «разность — сумма», «сумма — разность», «сумма — 
сумма». 

Из этих подгрупп задач вторая и третья подгруппы в сущности 


не отличаются друг от друга: форма уравнений для задач обоих ви- 
дов одинакова, 


7. НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ СОСТАВЛЕНИЯ ЗАДАЧ, | 
ПРИВОДЯЩИХ К КВАДРАТНЫМ УРАВНЕНИЯМ | 


а) Составление задач по аналогии. 

Мы рассмотрели выше классификацию основных видов задач, 
приводящих к квадратным уравнениям, в которых используются 
прямо пропорциональные величины. 


днако в школьных задачниках предлагаются задачи и более 
простые. 


Рассмотрим несколько примеров. 


1. Длина прямоугольника на 10 м больше ширины. Найти длину 
и ширину прямоугольника, если площадь его равна 119 кв. м. у 
Решение. х (х -| 10) = 119. 


Ученик может составить аналогичную задачу, рассуждая так: 
1) Составим числовое тождество: 


27: 28 = 621. 


2) Преобразуем тождество в уравнение, для чего одно из чисел 
сделаем неизвестным. 


Пусть 27 = у, тогда 23 = 27 —4 = у— 4. 
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ЫМ урав- 
НОСТЬ — 
сумма — 


сущности 
обоих ви- 


Имеем: у (у — 4} = 621. 
3) Соответственно составленному у 
ловие задачи: : 


Основание параллелограмма на 4 м длинн 


ее его высоты. 0 
лить основание и высоту паралл и. Опреде- 
ллелог 
621 м?. рамма, если площадь его равна 


П. Пусть решена задача: 


Некоторое двузначное ч 
дает. 567. оно Е О а а 
сбои: пифАИ вдини , цифра его десятков на 3 пре- 
Решение. 
Пусть искомое число имеет х десятков и (х — 3) единиц 
Имеем уравнение (10х -- х— 3). (х + х—3) = 567. 
Откуда имеем: х = 6. Искомое число 63. 
Составим аналогичную задачу, но используем вместо суммы 
цифр разность цифр числа. 
1. Пусть искомым числом будет 93. 
Помножим это число на разность его цифр: 


(90 -- 3) (9 — 3) = 552. 


2. Пусть неизвестным будет цифра единиц х = 3. 

Тогда число десятков в 3 раза больше числа единиц (вместо разност- 
ного сравнения цифр используем кратное сравнение их). 

Получили уравнение (30х -| х) (3х — х) = 552. 

3. Формулируем соответствующую задачу: 

Некоторое двузначное число, умноженное на разность его цифр, 
дает 559. Найти это число, зная, что цифра его десятков в 3 раза 
превосходит цифру единиц. ы 

6) Преобразование задачи, приводящей 
к квадратному уравнению, в задачу, решае- 
мую линейным уравнением (и обратно). 

Задача может иметь различное содержание в зависимости от то- 
го, какие взаимосвязанные величины используются в ней. 

Например, возьмем задачу, которая составлена, исходя из сле- 


дующего тождества: 


равнению формулируем ус- 


6 396 


в 
Окружность большего колеса длиннее окру- 
лить окружности колес, 
о колеса на 1 м. Опреде 
эсности мены лесо на расстоянии 64 м сделало на 6 оборотов 


ышее ко. 
вная, что бол расстоянии 30 м. 


а 
чем меньшее ы : 
ее эту задачу, мы найдем два решения: 


Имеются два колеса. 


ходного тождества можно получить 
ьно то, что из ис у 

С аемую посредством уравнения первой степени. Для 
задачу 
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10 Заказ 542 


этого достаточно было бы, оставив знаменатели известными, срав- 
нить числители. 

1. Пусть 64 = у, тогда 30 = у— 34. 
Получаем следующее уравнение: 


ЕЕ На 


4 3 


2. Соответствующая задача будет такова: 

Имеются два колеса. Окружность большего колеса равна 4 м, 
окружность меньшего колеса 3 м. Определить, на каком расстоя- 
нии большее колесо сделает, на 6 оборотов меньше, чем второе колесо 
на расстоянии, меньшем расстояния, пройденного первым колесом, 
на 34 м. 

Решив эту задачу, мы найдем один ответ: х = 64 м. 

Таким образом, получается следующее соответствие: задаче, 
решаемой посредством уравнения первой степени (11) и имеющей 
одно решение (х — 64), соответствует задача, решаемая посредством 
уравнения второй степени, имеющая, вообще говоря, два решения. 

Отсюда вывод: при решении задач в разделе «Квадратные урав- 
нения» следует иногда преобразовывать задачу, приводящую к ли- 
нейному уравнению, в задачу, решаемую посредством квадратного 
уравнения, и наоборот. 

Составление задач, имеющих два решения. 

В задачнике П. А. Ларичева среди задач, решаемых с помощью 
квадратного уравнения (изд. 10, № 430—529), нет задач, имеющих 
два решения, удовлетворяющих условиям. 

Раздел «Система уравнений второй степени» (изд. 10, № 639— 
667) содержит только две задачи (№ 653, 656), которые имеют по два 
решения. 

Представляет интерес найти способ составления задач, имею- 
щих два решения, удовлетворяющие условию‘. 

Выше была рассмотрена задача, решаемая уравнением 


64 30 
х х—1 


— 6. (0 


Р 2 2 
Этой задаче удовлетворяли два решения: 4м изм; 2 з ми] .. м. 


Проанализируем, как решалось это уравнение: 
64х — 64 — 30х = 6? — 6х; (П) 
6х2 — 40х | 64 = 0; (Ш) 


й 


1 Примечательно, что в задачниках К. С. Барыбина, П. С. Моденова, 
К. У. Шахно содержится только по одной задаче с двумя решениями 
(см. С. М. Чуканцов. Решение задач, приводящих К АЕ 
ным уравнениям в средней общеобразовательной школе с политехническим обу- 
чением. «Ученые записки Калужского госпединститута», 1958, вып. У). 
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352 — 20х + 39 — 0: 
ь \ Е ТУ 
@—4 [5—3] 50 = 


\ 


1. Пусть 
` ‚› Далее, требуетс 
я состави 
иметь два ть задач 
реы зы значения неизвестной лы: о. 
оря, решение задачи должно ие ет х = 10; 


уравнениям: 
и 15) (х — 10) = (У 
№ — 25 -- 150 =0. т 
В 1 
Пусть искомое уравнение имеет вначале ВИД: 
а 
= я че: р; при А = —5 имеем уравнение: 
9 ЕР 
Е (1) 
ах — ба - 6х = рх? — 5рх; 
рх — (5Брра-Ьх-Р 5а = 0. (П:) 
Приравнивая коэффициенты уравнения (ГУ,), и (П\), получим: 
/ р = 1;, @= 30; — (6 ТЕ ЗОВ) = — 25. 
Откуда 6 = —10. Итак, искомое уравнение имеет вид: 
30 10 
ты 1 (1,) 


Для составления задачи мы можем обе части данного уравне- 
ния умножить на какое-либо число, например на 4: 


д. @ 


я х—5 


Соответствующая задача: 
Через одну трубу в минуту поступает на 5 гл воды меныше, 


чем черездругую. Определить пропускную способность каждой трубы, 
зная, что через первую трубу 120 гл воды вливаются за время, боль- 
шее на 4 минуты, чем время, за которое через вторую трубу влива- 


ется 40 гл воды. Ен). 


Ответ. 10 гли 5 гл; 
2. Составим еще одну задачу к уравнению (ГУ). 
Наблюдая соотношение между параметрами исходного уравне- 


что значение р можно заранее 


Е _ = р, замечаем, 
Е 

ть равным 1, ав качестве параметра # удобнее взять делитель 

при 

числа 150. в = +6 (в первой задаче & = — 5).. 


имер, 
Ь 


И. 


а 
Имеем: = Ту-б 


Пусть, напр 


(5 
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ах -- ба | 6х = х* | 6х; х- (6 —а—6Вх— ба =0. 


Приравнивая коэффициенты этого уравнения к коэффициентам 
уравнения х* — 25х -- 150 = 0 ([У\,), находим: —ба = 150, а = 
= — 25; 625 —6= —95; В = 56. 

Получаем следующее уравнение: 

т 
ре х-6б : 

Помножив обе части уравнения на произвольное число, напри- 
мер на 8, перепишем его так: 


Условие соответствующей задачи может быть, например, та- 
ким: 

Два груза весом 448 Г и 200 Г расположены на горизонтальной плос- 
кости. Площадь опоры первого груза на 6 см? больше площади опоры 
второго груза. Определить площадь опоры каждого груза, если дав- 


Е 
ление первого груза на 8 — больше давления второго груза. 
см: 


Ответ. 16см? и 10 см?; 91 см? и 15 см. 

В задачниках по алгебре обычно отсутствуют задачи, при решении 
которых отрицательный корень соответствующего уравнения имел 
бы реальный смысл; поэтому среди учеников распространена при- 


вычка, не раздумывая, отбрасывать отрицательные решения, как 
не имеющие смысла. 


Составим задачу, в которой имеют смысл и отрицательный и 
положительный корни соответствующего уравнения. 


Пусть задача должна приводиться к уравнению (х—3)(х--4) =0 
или к уравнению х? - х — 12 = 0. 


Пусть вначале по условию задачи должно получаться уравне- 
ние вида: 


а Ь : 
тех то я, (5) 
ат — ах бт -+- 6х = ст? — сх: 
с -- (6 — а) хат -+ бт — ст? = 0. (В) 
Приравнивая коэффициенты уравнений (А) и (В), имеем: 
с= в 6 -а=+1; та-+ь—ст = 12. 
Наметим произвольное значение т, например, равным 12; 
тогда из последнего уравнения получим: 12. (а ЕВ — 1: 12) = 
= — 12; аб = 11; нов =а-{ 1, и поэтому 2а +1 =; а= 
=5; 6 = 6. 
Уравнение выглядит так: 
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= 
12-х 12=х . (5) 


п Ур у Т его 
7 ие можно видоизмени у 
Е теднее ее Ъ, МНОЖИВ обе Г 


20 24 
ЕТ (Б.) 


И задачу, соответствующую уравнению (Б,): 
роход прошел по реке 20 км в одном направлении и затем 94 км 
в противоположном направлении, затратив на весь путь 4 часа. 
(Время, затраченное на остановки, исключается.) Собственная. ско- 
рость парохода 12 км/ч. Определить скорость течения реки. 

„Решение уравнения к задаче завершается получением двух кор- 
ней: х, =3; х,= 4. 

Оба корня имеют реальный смысл: положительный корень со- 
ответствует тому случаю, когда вначале направление движения па- 
рохода совпадает с направлением течения реки (в этом случае ско- 
рость течения реки 3 км/ч); отрицательный корень соответствует 
тому случаю, когда на первом этапе направления движения паро- 
хода и течения реки противоположны (в этом случае скорость тече- 
ния реки —4 км/ч). ы 

Такие задачи, в которых оба значения направленной величины 
(в данном случае, скорости) имеют реальный смысл, весьма поучи- 
тельны для учащихся. 

Отметим, что в условии задачи числа 20 км и 24 км можно по- 


менять местами. 


АЧ, ПРИВОДЯЩИХ К СИСТЕМЕ УРАВНЕНИЙ 
8. СОСТАВЛЕНИЕ ЗАД ея 


При составлении задач, решаемых ны ое 
нений второй степени, ученики могут, вид! РА 

р чать новые задачи. Покажем это на од римере: 
Е т 6. можно купить материи первого сорта на 7 м мень- 

те р - сорта на ту же сумму. Если бы цена материи пер- 
ше, чем а, бы снижена на 2 руб, а цена материи второго сорта 
вого сорта 0 на на 18 руб. за метр, то первого сорта было бы куп- 
была бы а ныше, чем второго. Указать цену материи первого и 
лено на } 


второго сорта в отдельности. 
Решение: мы. 
а [6 


И 


— 


И 19 


30 руб.; 60 рУб- 
Ответ. Р ыы 


После решения этой задачи ученики могут преобразованием ис- 
ходной задачи получить новые задачи, соответствующие системам, 
полученным из системы (Г) вариацией знаков членов левой части: 


5. 
5 


(п) 


Условие последней задачи можно составить так: 

Если на покупку материи каждого сорта затратить по 490 руб., 
то первого сорта можно купить на 7 м меньше, чем второго. Если 
бы цена материи первого сорта была снижена на 2 руб., а цена мате- 
рии второго сорта была бы снижена на 18 руб., то всего было бы 
куплено при тех же затратах 25 м. Определить цену каждого сорта 
материи. 

Кроме составления задач посредством варьирования знаков 
в уравнениях (т. е. преобразования задач), возможно составлять 
задачи и по аналогии с решенными. 

Пусть дана задача: 

Среднее арифметическое двух чисел равно 29, а среднее геометри- 
ческое равно 21. Найти эти числа. 


Решение. РОО 
2 


Г 


Ответ. Эи 49 


Легко составить подобную задачу, наметив заранее ответ. 
Пусть х = 25, у = 1. 
Имеем: 


+ 13. 95.1 


Ис. 


там | Далее ученики соста 
вля ; р 
-. вляют систему уравнений 
ху 
=. 
р Ы 
а ху= 5, 
формулируют условие соответствующей з 
адач 
ое дачи и решают составлен- 


Пусть еще дана задача: 
По круговой дорожке длиной 660 м дви 
й жутся два конькобе: 
навстречу друг другу и сходятся через каждую минуту. Ниш 


(Ш) скорость каждого из них, если первый пробегает окружность на 22 
секунды скорее второго. 
660 
ху ый 
Решение. И Ответ. 6 м/сек; 5 м/сек. 
(ГУ) — — — = 22. 
х ви 


Нетрудно составить аналогичную задачу. 
Составим систему числовых тождеств: 


0 840, 
в ’ 
руб., 7-6 
Если 9 
мате- ие 13. 
ло бы 
сорта Затем преобразуем систему тождеств в систему уравнений: 
546 40 
‚наков 7 а” 
влятЬ 
46 
546 _ 546 _ |3, 
хх х ` 
етри” ы- а по системе составим условие задачи. 
* * * 
: Проведенная нами классификация задач на основе применения 
: а «способ сравнения чисел» помогает учителю разобраться 
ь в совокупности задач и связях между ними; при необходимости. 
учитель может составить сам недостающие в школьном задачнике раз- 
9 ач. 
ности зад 
эй: НВ лшинство чз описанных приемов составления задач, как 
з вает наша практика, вполне доступно для учеников. 
—. | о Чтобы облегчить составление задач учащимися, надо повесить. 


чную таблицу разнообразных величин: скоростей, 


справо 
в классе спр х и биологических данных ит. п. 


цен, географически 


ЧАСТЬ У 


НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ МЕТОДИКИ УПРАЖНЕНИЙ 
00 ГЕОМЕТРИИ 


В предыдущих разделах книги, посвященных арифметике и ал- 
гебре, мы обсудили приемы и методы обучения, содействующие 
ускоренному и углубленному усвоению материала посредством ук- 
рупнения единицы усвоения. 

Тот же методический подход оправдывает себя и при обучении 
геометрии. 

В качестве конкретных средств достижения указанной цели выс- 
тупают следующие: ь 

1. Составление и решение обратных задач, рассматриваемых как 
непосредственное продолжение прямой задачи. 

2. Одновременное изучение прямых и обратных (или прямых и 
противоположных) теорем. 


1. ОБ ИЗУЧЕНИИ ГРУППЫ ВЗАИМОСВЯЗАННЫХ ЗАДАЧ И ТЕОРЕМ 


В качестве важного средства укрупнения единицы усвоения гео- 
метрических знаний выступает метод одновременного рассмотрения 
взаимосвязанных задач и теорем. 

Эта работа облегчается, если в предыдущих классах проводи- 
лась аналогичная работа по арифметике и алгебре. 

Возможности такой работы покажем на различных примерах. 

1. а) Многие задачи на вычисление решаются двумя (или больше) 
способами; в этих случаях надо указать учащимся, что совпадение 
результатов при обоих способах решения подтверждает правильность 
полученных ответов. 


Задача. В четырехугольнике АВСО углы В и О прямые; 
диагональ АС образует со стороной АВ угол в 40°, а состороной 
АБ—угол в 30°. Определить острый угол между диагоналями АС 
и ВО (рис. 74). 

Дано: (В = 90°; Хр =90°; Г САВ = 40°; 2 САР = 
0%. 

Определить: / СМО = х. 
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АЛ. 


тие 


ук 


ИИ. 


ыс- — 


Решение. 


1. Определим дугу СО, она - 
равна 30°. 2 = 60°, так как на нее А 
опирается вписанный угол в 30°. 

2. Надугу ВС опирается вписан- С 


ный угол в40°, и поэтому дуга ВС 
равна 40°. 2 = 80°. у 


3. лАВ = АС, ВС = 
= 180° — 80° = 100°. А 


4. СМР имеет вершину внут- Е 
ри круга, и поэтому 5 й 


= 80°. 
Проверка (решаем вторым способом). 
1. Определяем ‹„ВС, „ВС = 40°. 2 = 80°. 
2. Определяем ^ АВ, ^АВ = 180° — 80° = 100°. 
3. Найдем вписанный угол ВРА, опирающийся на `^АВ; 


о 


ДВРА= Г = 50°, 


4. / СМЬ внешний для треугольника АМБ и поэтому 
АСМ = Г. МВА + 2. САБ = 50° -Е 30° = 80°. 

Оба способа решения привели к одному и тому же ответу. 

Упражнением, весьма удобным для развития мышления и ло- 
гически прозрачным для учащихся, выступает составление обрат- 
ной задачи. 

К рассмотренной задаче т 
а оосеаВИ Е обратную задачу, надо, поменять нь: 
из данных в условии с искомой Ш. ны ре сего 
можно составить таким образом четыре обратные задачи. 


акже можно составить и решить обрат- 


2-я обратная задача. 


Дано: Дано: 
_ #05. =#300°; д. СМБ = 80°; Г.В = 90$;, 
2 а ы 8: о — 30°. | САВ = 40°; 2 САБ = 30°. 
: Найти: СО. 


Найти: В. 

. 4-я обратная задача. 
е братная задача 
те. Е Дано: 


у; —90; д СМБ =80°; ДВ=90; 
ты 2-30. |26=90; 2 САВ = 40°. 


САВ. Е Найти: 2 САБ. 


1-я обратная задача. 
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Решим для образца пос- 
леднюю обратную задачу: 


обв =9 и све 
= - 40° = 80°; 


2) «АВ = \„СВА — 
— СВ = 180° — 80° = 100°; 


АВ ео х 
хД АМВ=2. 80° = 160°. 


4) „ОС = 160° — 100° = 
Рис. 75 = 60°; 


5) (САБ = => — 30°. 


Последняя обратная задача оказалась несколько сложнее пря- 
мой задачи. 

Разумеется, нет необходимости составлять и решать все обрат- 
ные задачи. 

Но учащиеся должны усвоить прием составления обратных 
задач, сходный с тем, что делалось в алгебре. 

После решения обратной задачи полезно сравнить строение и 
решение прямой и обратной задач и совместно с учащимися уста- 
новить следующее: если, например, в решении прямой задачи мы 
находим величину / АМВ, как половину известной суммы дуг 
РС и АВ, то в обратной задаче приходится находить сумму этих 
дуг, равную удвоенному углу АМВ. 

Основное значение сравнения решения прямой и обратной задач 
как раз и заключается в превращении прямой связи мыслей («де- 
лить сумму дуг на 2») в обратную связь мыслей («умножить угол 
на 2»). 

Как мы не раз отмечали выше, успешность обучения матема- 
тике зависит прежде всего от возникновения этой замкнутой сис- 
темы связей и мыслей в результате немедленной перестройки пря- 
мой связи мыслей в обратную связь мыслей. 

Тем самым соответствующее умозаключение обретает логичес- 
кую целостность, включая не только исходное суждение, но и его 
следствие. 

2. После решения задач на доказательство часто бывает также 
поучительным составить и решить обратную задачу (т. е. дока- 
зать обратную теорему). 

Пусть решена задача: 

Если через точку касания двух окружностей провести две се- 
кущие и концы их соединить, то эти хорды параллельны (рис. 75). 

Дано: окружности О; и О» касаются в точке К; › 

АКВ и А,КВ, — общие секущие двух окружностей. 
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Доказать: АА, || ВВ.. 
Доказательство. 


1) Как известно, це : 

‚ центры окруж 
ния К лежат на одной прямой К т 0. и точка их каса- 
Е ЕЕ поэтом $ 
= О.КВ, = /_О.В:К =2_1. Значит третьи И 
ников тоже равны: й углы треуголь- 


ДАЮ,К =  КО,В, = 18° —2. Д1. 


2) Но данные углы ц Л 
ентральные; равным центральным 
’ \ Л 
соответствуют равные дуги: р углам 


АК = ВК. 
3) Равным дугам соответствуют равные вписанные углы: 
ДА, АК = 2 В, ВК. 


4) Но эти углы являются накрест лежащими при прямых АА, 
и ВВ,. Значит, АА, | ВВ.. 

Обратная задача. 

Сначала запишем кратко условие обратной задачи. 

Дано: АА, | ВВ; окружности О, и» касаются в точке К; 
АКВ — секущая. 

Доказать: А, КВ, — секущая (т. е. точки Аь К, В\ 
лежат на одной прямой). ы ‚ 

Сформулируем условие обратной задачи: © 

Если через точку касания К двих окружностей провести секущую 
АКВ, а через точки пересечения этой секущей с В 
(А и В) провести параллельные хорды АД, ВВ, то точки Аь, К, В! 
будут лежать на одной прямой. 

оказатетьст во. 


1) 2 КАИ КВВ., как накрест лежащие при параллельных 


и ны вписанные. Равные вписанные углы опираются 
вные дуги: 
на ра У А.К = В К 


3) Равным дугам соответствуют равные центральные углы: 


ДА, О.К РВ А: 


д В+ 0. К равнобедренные. Значит, равны 


А.О.К и 
ЕЕ а ‘основании этих треугольников: 
Ее 1807 2 А.К 


7 О,КА! Е О,КВ, = о 


следует, что В.К является продолжением прямой 
’ © Г 

ое" В, лежат на одной прямои. х 

поЯки ой и обратной теорем, мы обна- 


з х прям 

Е оказательства пр 

Сравнивая т процессах проявляются новые взаимосвязи. 
Ч 


А.К: 


м, 
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3. Это же явление, столь 
важное для развития мыш- 
ления, обнаруживается ино- 
гда и при доказательст- 
ве одной и той же теоремы 
двумя структурно проти- 
воположными способами. 

Уточним эту мысль на 
одном примере. 

Теорема. Сумма 
внутренних углов треуголь- 
ника равна 180°. 

Доказать: ДА+АВ+ИС= 180° (рис 76). 

Доказательство (обычное). 

1. Проведем прямую СЁ | АВ. 

2. Тогда / АВС = /_ ВСЕ на основании свойства накрест ле- 
жащих углов при параллельных АВ и СЕ. 

3. Продолжим сторону АС. Тогда /. ВАС == /._ ЕСР на осно- 
вании свойства соответственных углов при параллельных АВ и СЕ. 

4. Три угла, расположенные по одну сторону прямой АСО 
и имеющие общую вершину, в сумме составляют развернутый угол 


Г. ВСА -- Г ВСЕ -- ХХ. ЕСО = 180°. 
Заменив два последних угла равными им углами, получаем: 
Г. ВАС - Г. АВС + Х_ВСА = 180. 


Это доказательство, несмотря на кажущуюся краткость, имеет 
в психологическом отношении тот недостаток, что первый шаг — 
проведение прямой СЕ, параллельной АВ, — для учащихся ничем 
не мотивирован: им непонятно, как учитель «догадался» провести 
именно параллельную прямую и для чего это делает. 

Подобный недочет присущ вообще синтетическим готовым до- 
казательствам, приведенным в учебнике и заучиваемым учащимися. 

Рассмотрим другое .доказательство этой теоремы, структурно 
противоположное первому доказательству. 

1. Построим /_ВСЕ = АВС (чтобы сначала найти сумму двух 

углов: (Си В). 

П. Но углы АВС и ВСЕ накрест лежащие. На основании приз- 
нака параллельности прямых получим: СЕ || АВ. 

Ш. Мы построили при одной вершине два угла. Пристроим 
к углу ВСА с другой стороны угол АСЕ’, равный углу ВАС (что- 
бы найти сумму трех углов: / ВСЕ, Х АСВ, Г. АСЕ’). Равные 
углы ВАСи АСЕ' накрест лежащие. 

На основании признака параллельности прямых получим: 
СЕ’ | АВ. 

Итак, мы имеем: через одну точку С проведены две прямые, па- 
раллельные одной и той же третьей прямой: СЁ | АВ и СЕ’ | АВ. 
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ГУ. Но на основ 
ании аксиомы п 
точку С можно провести араллельных имеем: через одну 


лишь одн : 
Значит, прямые СЁ и СЕ’ о параллельную АВ. 
У. Сумма трех углов - 


. де ты. а С равна развернутому углу: 
аменив два из этих уг 
Ее У ВМ им углами, получим: /ВАС- 


Сравним эти доказательства. 


В первом доказательстве используются свойства углов, образо- 
вавшихся при пересечении двух параллельных третьей (пункты 
2, 3). Во втором доказательстве используются обратные теоремы — 
признаки параллельности прямых (пункты И, ПШ). 

Во втором доказательстве имеется новый элемент — ссылка 
на аксиому о параллельных; к тому же начало второго доказатель- 
ства понятнее учащимся, чем начало первого: поскольку в теореме 
речь идет о сумме углов треугольника, надо попытаться пристроить 
эти углы при вершине (так как это делается при опытном опреде- 
лении суммы углов треугольника). 

Сравнение двух доказательств одной теоремы как бы создает 
внутреннюю целостность группы теорем, внутри которой устанав- 
ливаются циклические связи между отдельными теоремами. 

В данной связи остановимся еще на одном вопросе. 

4. В школьном курсе геометрии иногда ограничиваются доказа- 
тельством прямой теоремы; в то же время пользуются ыы впос- 
ледствии обратной теоремой как фактом, якобы само о разу- 
меющимся, хотя она не была доказана и нередко Е не было т 
зано на необходимость особого доказательства обратной ке > 

Такая практика’ приводит к тому, что учащиеся склон $ с 

прямая теорема, верна также и обрат 
СТАТЬИ ТР а твляют эти теоремы. 
ная, и иногда попросту отождес 


Если доказательство прямой теоремы рассмотрено в учебнике, 


братной теоремы нет там, то учитель может предложить обрат- 
ао 


оказательство. 

виде задачи на Д ь 

ную т дальше еще один пример, когда целесообразно про 
Рассмотр прямые и обратные теоремы в курсе геометрии. 

ОС тельства теорем о соотношениях между элементами 
После до 


бобщенное суждение 
о сформулировать о 

ка целесообразн 

треугольни 


образом. . 

ета доказанные в 90», то 28 = а — 206 + № 
треугольнике $ 

1. Если в тРеУ 


или с? < а еугольнике д С= 90', то верна теорема Пифагора: 
о. Если В 


62 = а? - 62, 


треугольнике ДС 90°, то с? = а? + 6? + 248, 
э. Если в, 
или с? > @* —— 301 


Эти три теоремы можно выразить в следующем обобщенном суж- 
дении: 

Если сторона треугольника лежит против острого (прямого, 
тупого) угла, то квадрат этой стороны соответственно меньше 
(равен, больше) суммы квадратов двух других сторон. 

Сформулируем теперь обратную теорему: 

Если квадрат одной стороны треугольника меньше (равен, боль- 
ше) суммы квадратов двух других сторон, то против этой стороны 
лежит соответственно острый (прямой, тупой) угол. 

В последней теореме по существу заключаются три теоремы. 
Рассмотрим первую из них: 

Дано: с2< 42-6? (А). Доказать: /С< 90°. 

Доказательство (методом от противоречащего). 

Пусть данный угол не острый. Тогда он может быть либо пря- 
мым, либо тупым. 

Если же он прямой, то согласно прямой теореме (2) имеем: 
с? = а? -- 52, что противоречит условию данной теоремы (А). 
Если же он тупой, то согласно прямой теореме (3) имеем: с? >> а? + 
-- 52, что также противоречит условию (А). 

Остается принять, что данный угол острый. 

Можно предложить сформулировать и доказать аналогичным 
приемом две другие обратные теоремы, являющиеся достаточными 
признаками прямоугольного и тупоугольного треугольников. 

Удобно записать все шесть теорем символически совместно: 


[23а ы и] = [4 сз 90° | 


2. ОБ ИЗУЧЕНИИ ЧЕТВЕРКИ ТЕОРЕМ «ЛОГИЧЕСКОГО КВАДРАТА» 


Одним из наиболее поучительных вопросов курса геометрии яв- 
ляется четкое понимание учащимися взаимосвязей между теорема- 
ми «логического квадрата». 


м 


А-В ВА 
(прямая теорема) г р (обратная теорема) 


А-В 29 < В-А 


(противоположная 2% г\ (обратная противо- 
теорема) положной) 


Представляется крайне важным хотя бы по 1—2 раза в каждом 
классе — мы весьма скромны в своих пожеланиях! — подробно 
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рассмотреть по одной исходной тео- 

реме доказательства всех четырех ;4 

теорем с последующим сравнением 

процессов доказательства. з 
Рассмотрим соответствующую ме- Им 

тодику на простом примере. 6 
Пусть доказана прямая тео- 7. | 

рема (А - В) (рис. 11): 
Всякая точка, лежащая на перпен- 7 

дикуляре к отрезку, проведенному че- 

рез его середину, равноудалена от кон- 

цов этого отрезка. - 
Пусть доказана также и обрат- Е . : 

ная теорема (В > А): Е 
Всякая точка, равноудаленная от Рис. 77 

концов отрезка, лежит на перпендику- 

ляре, проведенном через середину отрезка. 


Запишем рядом символически условия прямой и обратной 
теорем (рис. ТВ 


Прямая. Обратная. 
Дано: ОА — ов; ОЕЛАВ ААВ ОЕТАВ 
К С ОЕ КЕ ОЕ 

Д оказать: АК = КВ` ` ОА = АВ 


Обратим внимание на то, что с точки зрения логики лишь после 
доказательства обеих теорем можно сформулировать следующее суж- 
дение: «Геометрическим местом точек, равноудаленных от концов 
отрезка, является перпендикуляр, проведенный через середину от- 
а такой путь введения понятия «геометрическое место то- 
— в учебнике А. П. Киселева. Е 
ормальной логики нет необходимости по данной теме 
ивать еще и третью теорему, а именно про- 
еорему, так как она одновременно ложна или истин- 


показывает практика, дидактически целесообразно 
ь и доказать еще и третью теорему, а именно проти- 
сформулирова ему методом от противоречащего. 
ю теор а несет существенно новую информацию, 
я ения. 
и а т ке д рема. Всякая точка, не 
Против о пендикуляре к отрезку, проведенном через его сере- 
ая ны та удалена от. концов этого отрезка. 
нео 
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Дано: БО АВ 
ОА = ОВ 
М С ОЕ 

Доказать: МА == МВ 

Доказательство. 

Нам нужно доказать, что МА 52 МВ (рис. 77). Допустим про- 
тиворечащее: пусть МА = МВ. 

Тогда на основании обратной теоремы точка М должна бы ле. 
жать на перпендикуляре ЕО, проведенном через середину отрезка 
АВ, что противоречит условию настоящей теоремы. 

Значит, допущенное нами предположение, что МА = МВ, не- 
верно; остается принять, что МА == МВ. 

После этого необходимо указать учащимся на следующие об- 
стоятельства: 

1. Обратная и противоположная теоремы оказались обе истинными: 


(ВА (АВ. 


2. Обратная теорема доказана непосредственно, т. е. без ссылки 
на прямую теорему, независимо от нее. 

3. В доказательстве противоположной теоремы методом от про- 
тиворечащего имеется, напротив, ссылка на обратную теорему; 
значит, если бы обратная теорема не была раньше доказана, то не- 
возможно было бы доказать противоположную теорему методом 
от противоречащего. 

Докажем последнюю ‚теорему четверки, а именно теорему, об- 
ратную противоположной, также методом от противоречащего (со 
ссылкой на прямую теорему). 


Теорема, обратная противоположной: 
ВАЗА 
Если точка не равноудалена от концов отрезка, то она не лежит 
на перпендикуляре, проведенном через середину этого отрезка. 

Дано: ЕО АВ 

ОА = ОВ 

АМ == МВ 
Доказать: МОЕ 


Доказательство. 

Нам нужно доказать, что М ё ОЕ. 

Допустим противоречащее: М Е ОЕ. 

Тогда на основании прямой теоремы точка М должна бы быть 
равноудаленной от концов отрезка АВ, что противоречит условию 
настоящей теоремы. 

Значит, допущенное нами предположение, что М Е ОЕ, не- 
верно; остается принять, что М б ОЕ. 

Поучительно сравнить символические записи всех четырех тео- 
рем: 
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ТА 


Прямая 


О 
(А-В). о. 
Дано: ЕО 1 АВ ЕЕ 
ОА = ОВ КА = КВ 
в К о 
Доказать: КА = КВ ОА = ОВ 
Противополож ная Об 
`В о ратн - 
(А -> В). Е 
Дано: 'ЕО 1 АВ (В — 4). 
ОА — ОВ ОА В 
КФОЕ КА == КВ 
Доказать: КА == КВ КФОЕ 


Если заранее договориться не писать повторяющиеся в условиях 
четырех теорем суждения (ЕО 1. АВ; ОА = ОВ), то символическая 
запись теорем становится еще более краткой и наглядной. 

В учебнике геометрии Н. Н. Никитина вместо пары «прямая 
и обратная теоремы» доказывается иногда пара «прямая и проти- 
воположная теоремы». Этот шаг достоин всяческой поддержки, 
поскольку` он знакомит с различными логическими формами рас- 
суждений. Однако в нем прямая и противоположная теоремы не 
отделены логически друг от друга: в учебнике противоположная 
теорема не сформулирована отдельно от прямой теоремы; доказа- 
тельство противоположной теоремы, помещено в тексте в ие 
продолжения доказательства прямой теоремы; не используется в 
книге и само понятие «противоположная теорема». 5 

Рассмотрим теперь то, как следовало бы т Е две теоремы 

жения, принятой в учебнике Н. Н. Никитина (где 
при системе изле ‘ма рассматривается сразу же после прямой 
противоположная ая раме Условия обеих теорем целесо- 
теоремы вместо ПЕРА олах в двух параллельных столбцах. 
образно записать в симв ы 
ротивоположная 


Прямая О: 6 теорема. 
Дано 201 48 0А — В 

О ОЕ. т 
Доказать: КА = КВ ИК 


ьство прямой теоремы общеизвестно; приведем до- 
Доказател тивоположной теоремы. 

ельство- а 

Доказа ТМ находится правее прямой ОЕ (рис. 77). 
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Соединим точку М с точками А и В. Прямая АМ пересекает 
прямую ОЁ в точке М,; поэтому на основании прямой теоремы 
имеем: АМ, = М,В. 

Рассмотрим ЛВМ,М. Сумма двух сторон треугольника боль- 
ше третьей: ВМ, -- М.М > МВ. 

Заменив отрезок ВМ, равным ему отрезком АМ,, получим: 

АМ! -- ММ, > МВ; или АМ >> МВ, т. е. АМ -2 ВМ. 

При таком варианте изучения геометрического места точек 
(прямая теорема — противоположная теорема) нет логической не- 
обходимости доказывать третью теорему, так как из истинности 
противоположной теоремы вытекает по правилу логического квад- 
рата истинность обратной теоремы: 


(Е (ВЕ А). 


Но — повторяем — с дидактической точки зрения исключитель- 
но важно доказать еще и третью теорему (обратную теорему) ме- 
тодом от противоречащего. 

Выполним это. 

Обратная теорема. Если точка одинаково удалена от 
концов отрезка, то она лежит на перпендикуляре, проходящем через 
середину отрезка. 

Доказательство (методом от противоречащего). 

Нам надо доказать, что эта точка лежит на перпендикуляре ОЕ, 
проходящем через середину отрезка АВ. 

Допустим, что она не лежит на перпендикуляре, проходящем 
через середину отрезка. 

Но тогда на основании доказанной выше противоположной тео- 
ремы эта точка должна быть не равноудалена от концов отрезка, 
что противоречит условию данной теоремы. Итак, сделанное пред- 
положение неверно. Остается принять, что эта точка лежит на пер- 
пендикуляре, проходящем через середину отрезка. 

Мы намеренно рассмотрели оба варианта изучения геометри- 
ческого места точек на одном примере, чтобы рельефно показать 
различие этих подходов. 

Возникает далее вопрос: какая же система рассмотрения теорем 
предпочтительнее в школе? Что целесообразно рассматривать в 
паре с прямой теоремой: обратную или противоположную? Конеч- 
но, в плане формально логическом обе системы равносильны. 

Однако с точки зрения развития логического мышления наибо- 
лее лучшим подходом было бы применение обеих логических систем 
применительно к разным разделам курса геометрии. 

В общем случае с точки зрения изучения конкретного геомет- 
рического факта доказательство обратной теоремы «проще» и вот 
почему: 

1. При доказательстве обратной теоремы рассуждения обыч- 
но ведутся о тех же элементах, что и при доказательстве прямой 
теоремы. 
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Я ри доказа ельс ЛЬЗ 
ь [ ] ательстве обра НОЙ р 
ы а еоремы по. Ь 
тем же чертежом, что и при доказательстве прямой 
зуч ние противоположной еоремы ИМ 
И е т еет. след 


1) В то время как пр 
< и доказательст > . 
большей частью используются ве прямой и обратной теорем 


категорические и 

т утвердительные 

ре е Е о и доказательство протнопоживнной 
р ны с применением, сверх того, условных и от 

ных суждений. о - 


уются поэтому 
теоремы. 
ующие особен- 


2) Доказательство противоположной теоремы основано на ана- 
лизе соотношении и элементов, отличающихся от тех, кот 
сматриваются в прямой и об й м 

т ратной теоремах. 

} ратной теоремах рассматриваются лишь точ- 
ки перпендикуляра ЕО (рис. 77); в противоположной теореме рас- 
сматриваются точки, не лежащие на ЕО, т. е. совокупность точек 
плоскости, за исключением точек прямой ЕО. 

Следовательно, не будет ошибкой утверждать, что сочетание 
прямой и противоположной теорем обеспечивает как бы более на- 
глядный, более полный охват логическим анализом всех элементов 
данной совокупности (всех точек плоскости). 

Рассмотрение пары прямой и противоположной теорем пред- 
ставляется наиболее уместным при изучении геометрических мест 
(множеств) точек, где выясняются четко свойства точек, лежащих 
на указанном геометрическом месте и не лежащих на нем. 

При изучении остальных теорем, где часто противопоставляют- 
ся свойства и признаки фигур, удобнее рассматривать прямые и 
обратные теоремы, причем по установившейся а в прямой 
теореме обычно устанавливаются свойства, а в обратной — призна- 

игур- 
г а Е - изучаются прямые и обратные тео- 


задач на доказательство 
бразно, сверх того, в форме 

мые мудировать и доказывать противоположные теоремы. 
ИН 


МЕТОДИКА СОВМЕСТНОГО ИЗУЧЕНИЯ ВЗАИМНО ОБРАТНЫХ ТЕОРЕМ 

3. 
ковой традиции взаимно обрат- 
бучения по многове | ии Г 
В практике ВОЙ на разных уроках, а между ними распола 
ные теоремы изу иначе говоря, процессы доказательства 
и аже на смежных уро- 

гаются ДРУГ я предметом анализа д 

ры СТС ется существенным недостатком систе- 
й практике искусственно задерживается раз- 
озникает своевременного обобщения 


геометрии одно из центральных значений обре- 
метрическое место точек» (множество точек) и «ха- 
ия «ге 


тическое свойство фигуры». 
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Как известно, 


и 


Чтобы установить то и другое, необходимо убедиться в правиль- 
ности как прямой, так и обратной теоремы. 

Так, например, параллелограмм имеет много различных свойств: 
у него четыре вершины, четыре стороны, две диагонали, четыре уг- 
ла; каждая диагональ делит параллелограмм на два равных тре- 
угольника; в параллелограмме противоположные стороны равны 
ит. д. 

Не каждое из перечисленных свойств будет характеристическим, 
каковым является лишь последнее из них. 

Чтобы установить характеристическое свойство фигуры, надо 
сознательно преобразовать доказанную прямую теорему в обрат- 
ную и попытаться доказать последнюю. 

Разумеется, доказательство обратной теоремы чаще всего стро- 
ится на базе иного комплекса определений, теорем, чем те, которые 
были использованы при доказательстве прямой теоремы. 

В таких случаях приобретает большую ценность, как это мы 
видим выше, хотя бы факт немедленной формулировки обратной 
теоремы на основе прямой теоремы, еще до доказательства прямой 
теоремы. 

Доказательство же обратной теоремы в подобных случаях может 
быть рассмотрено на следующем уроке. 

Существенно важно уже то, что в описываемой методике прямые 
и обратные теоремы следуют друг за другом, а не разведены во вре- 
мени друг от друга; к сожалению, современным учебникам прису- 
ща именно такая неудобная структура. 

В данной работе мы рассмотрим тот случай, далеко не исклю- 
чительный, когда удается буквально на одном уроке рассмотреть 
доказательство прямой и обратной теорем, причем пользуясь од- 
ной и той же схемой доказательства. 

Последнее возможно лишь тогда, когда доказательство обрат- 
ной теоремы представляет «чистое обращение» доказательства пря- 
мой теоремы. 

Этому условию удовлетворяет, в частности, следующая пара 
взаимно обратных теорем о параллелограмме. 


Свойство парал- 
лелограмма (прямая тео- 
рема) 


Признак 
лограмма 
рема) 


паралле- 
(обратная тео- 


(А — В) (В—- А). 


Если  четырехугольник  яв- 
ляется параллелограммом, то 
в нем противоположные стороны 
равны. 


Если в четырехугольнике про- 
тивоположные стороны равны, 
то он является параллелограм- 
мом. 


Приведенная схема весьма наглядна и информативно насыщена: 
на ней изображено как доказательство прямой теоремы (одинар- 
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8 [м 
Прямая тео 
< (Свойство параллелограмма) 
А АВСЛ-порол= | ——= [д 
ру и лелограмм _|-<— | Вс=АП 


Обратная теорема 


_ Доказательств; — (Признак параллелограмма) 
АВЕС 86=АЛ 

№ | 
дАВС = АС ® 


03=4  Ды=/ САбЗАС 


АВ — ВС] Ар 
3 их 


АВСЛ — параллелограмм (2) 


ные стрелки), так и доказательство обратной теоремы (двойные 
стрелки). 

Внимательный анализ схемы позволяет выявить факторы, ко- 
торые нередко упускаются учащимися или Учителем при обычной 
практике обучения доказательству теоремы. 

Всего мы видим на схеме пять суждений, каждое из которых за- 
нимает строчку: 

Переход от одного суждения к другому означает силлогизм: 
стало быть, доказательство как прямой, так и обратной теоремы сос- 


тоит из четырех силлогизмов: 
И =шаУ=У 


жить еще и частные силлогизмы, входя- 


(Можно, конечно, обнару 
е силлогизмы.) 


казанные основны 
и ним мы видим, как процесс доказатель- 


ьно изучая схему, 
а - дельных участках на две параллельные цепи 


спадается на от, ы 
ее. (умозаключений); кроме того, видно, что некоторые 
р ‘лючения сост для доказательства равенства тре- 
ЕЕ ков необходимо установить равенство трех пар величин (это 
У ображено на схеме тремя стрелками, направленными к знаку ра- 

в). 
о а: научиться «одевать» каждую из 


венства треугол 

ь ученик 

Стрелки ведут мысь = вот в чем состоит задача для ученика. 
ычный смысл стрелки как знака 


нование суждения, конец стрел- 


авные; так, 


р 
Надо объяснить учащимся об 

икации: нач 
г ение суждения. 


— заключ 
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Стало быть, двигаясь по направлению стрелки (от начала стрел- 


ки к ее концу), мы получим синтетическое 


(дедуктивное) доказа- 


тельство, излагаемое в учебниках. 
В этом случае каждое умозаключение строится по форме: 


если А, то В (А-В). 


Однако наиболее поучительный момент использования приве- 
денной схемы — это обучение по ней анализу доказательства (для 
этого надо вести рассуждение, двигаясь против направления стрел- 
ки, от конца стрелки к ее началу). 

Структура соответствующего аналитического суждения будет 


такова: 
«Для того чтобы 
зать С» (р — С). 


доказать ДО, 


необходимо сначала дока- 


Таким образом, по приведенной схеме можно учить следующим 


процессам: 


1) анализу доказательства прямой теоремы (рассуждение ведем по 
схеме сверху, против направления одинарных стрелок: 1 < У); 

2) дедуктивному доказательству прямой теоремы (рассуждение 
ведем по схеме снизу вверх, по направлению одинарных стрелок: 


У 


При обучении удобно поступать так: после того как один ученик 
провел по схеме анализ доказательства, второй завершает процесс, 
т. е. приводит соответствующее дедуктивное доказательство. 

Сравним процессы анализа и синтеза (т. е. поиска доказатель- 


ства и осуществления доказательства) в случае прямой теоремы. 


Анализ (поиск) доказатель- 
ства (читать по схеме сверху 
вниз). 


Чтобы доказать равенство 
отрезков (АВ = СРО), необхо- 
димо доказать равенство тре- 
угольников (А АВС = А АСР) 
в которые входят эти отрезки. 


В равных треугольниках 
как (А АВС = А АОО) про- 
тив равных углов (3 = 4) 
лежат равные стороны (ВС = 
= АР). Равенство второй 
пары сторон доказывается ана- 
логично (АВ = СО). П 


Чтобы доказать равенство 
треугольников (д АВС = 
= Л АСР), надо доказать по- 
парное равенство трех элемен- 
тов одного треугольника трем 
соответствующим элементам 
другого треугольника (23 = 
+4 21=1:2, Аб = АС}: 


Если сторона (АС) и два П 
прилежащих к ней угла (/_/ 
и {_ 3) одного треугольника 
(Д АВС) равны соответствен- 
но стороне (АС) и прилежа- 
щим к ней углам (2, 
( 4) другого треугольника 
(Л АБО, то эти треугольни- 
ки равны: Ш 

Д АВС = А А0С. 


Стрел- 
оказа- 


6 


приве- 
а (для 
стрел- 


будет 
дока- 
ющим 


дем по 
В 

кдение 
релок: 


ченик 
оцесс, 
5 
атель- 
оремы. 


з 
о 
т 
— —— 


Ш 


Чтобы доказать равенство 
накрест лежащих углов (/_ 3 = 
= 4), надо доказать парал- 
лельность прямых (АВ | СБ), 
при которых образованы эти 
углы секущей АС. 


Если две параллельные 

те пря- Ш 
мые (АВ | СР) ть | 
третьей прямой (АС), то на- 
крест лежащие углы равны 
(И 3=и 4). (Аналогично 
доказывается, что /_ / = (2; 
АС — общая сторона.) 1 


Чтобы доказать параллель- 
ность прямых (АВ | СО), надо 
установить, что они являются 
сторонами параллелограмма 
(а это известно по условию: ана- 
лиз завершен). Другая ветвь 
анализа относительно второй 
пары углов (1 = 2) осу- 
ществляется аналогично. 


Четырехугольник АВСР — У 
параллелограмм (по условию), 
значит, в нем противополож- 
ные стороны параллельны; 

АВ | СР. У 


Синтез (дедуктивное дока- 
зательство). (Читать по схе- 
ме снизу вверх.) 


По той же схеме можно провести аналогичную работу с обрат- 


ной теоремой, а именно: 


1) анализ доказательства обратной теоремы (рассуждение ведем 


по схеме снизу вверх, против направления двойных стрелок: 


У=1}; 


2) дедуктивное доказательство обратной теоремы (рассуждение 
ведем по схеме сверху вниз, по направлению двойных стрелок: 


1— У). 


Рассмотрим подробно эти процессы. 


Анализ (поиск) доказатель- 
ства обратной теоремы (читать 
по схеме снизу вверх). 


Чтобы доказать, что АВСО 
есть параллелограмм, необхо- 
димо доказать параллельность 
‚противоположных сторон (АВ || 


| СО; ВСП АР). 
Ве 


1 Как работа над формулировкой и 
ческого квадрата, так и р 
схеме, по своей логической содер: 


носятся В равной мере к наибол 


ны 


По определению четырех- У 
угольник АВСО, у которого 
противоположные стороны па- 1 
раллельны, называется парал- 
лелограммом. Теорема дока- 
зана. У 


доказательством четверки теорем логи- 
ассмотренных процесса, осуществляемые по одной 
жательности и дидактической поучительности от- 
ее эффективным приемам обучения математике 


зи 


Чтобы доказать параллель- 
ность прямых (АВ | СО), надо 
доказать равенство накрест ле- 
жащих углов, образованных 
при пересечении их секущей АС 
(3=и 4). 


Чтобы доказать равенство уг- 
лов (3 = 4), надо дока- 
зать равенство треугольников 
(Д АВС = АД АБО. 


Чтобы доказать равенство тре- 
угольников (ДАВС = ДАБС, 
надо установить попарное равен- 
ство всех сторон треугольников 
(АВ = СО; АБ = ВС; АС = 
= АС). Но это известно по 
условию теоремы: анализ за- 
вершен. 


Если при пересечении двух [У 
прямых (АС и ВР) образова- 
лись равные накрест лежащие 
углы (2 1 = (2), то эти пря- 
мые параллельны: АС | ВО. 
Аналогично доказывается па- 
раллельность АВ || СБ. Ш 


В равных треугольниках Ш 
(А АВС = А АБС) против 
равных сторон (АВ = СБ) {| 


лежат равные углы (21 = 
= 2). П 


Проведем диагональ АС, ко- П 
торая делит четырехугольник 
на два треугольника: они рав- 1 
ны по третьему признаку ра- 
венства треугольников 
(Д АВС =Д АБО. 


Дедуктивное — доказатель- 
ство (читать по схеме сверху 
ВНИЗ). 


Разумеется, рассуждения, которые мы подробно изложили вы- 
ше, выполняются устно. Учащиеся в тетрадях записывают лишь при- 
веденную схему доказательства прямой и обратной теорем. 

Целесообразно особо сравнить процессы доказательства прямой 
и обратной теорем (т. е. процессы 3 и 4) и выявить, почему оказа- 
лось возможным изобразить доказательства двух теорем в одной 
схеме (повторим еще раз, что это не всегда возможно). 

При этом выясняется следующее: 

а) Если в доказательстве прямой теоремы используется второй 
признак равенства треугольников, то в доказательстве обратной тео- 
ремы используется соответственно третий признак равенства тре- 


угольников, 


Важно здесь то, что на одном уроке использованы два признака 
равенства треугольников; это лишний раз обеспечивает целостность 


знаний. 


6) В первом случае используется свойство накрест лежащих 
углов при параллельных: (АВ || Ср)-(/_ 3 = Г. 4}; во втором слу- 
чае — соответствующий признак параллельности: (8 = 4) = 


— (АВИ СО). 
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двух [У 
Зова- 
аЩие 
пря- 
`В. 
т па- 
Ш 
В 
иках Ш 
тив 


21 
И 


Мб 
›, Ко- П 
ЬнНИК _ 
рав- 

у ра- | 


уется суждение: «В равных треуголь- 
лежат равные стороны»; во втором 
ие: «В равных треугольниках против 


никах против равных углов 
случае — обращенное сужден 
авных сто ле? й 
Е равные углы». Трудно найти лучшей формы 
В растных утверждений геометрии! 
заключение отметим, что описанная методика совместного изу- 
чения прямой и обратной теорем (при единой схеме записи дока- 
зательства) представляет ценное средство развития элементов диа- 
лектического мышления, ибо при этом создаются условия для прев- 
ращения мысли в полярную ей форму; в этом случае понятия и суж- 
дения, относящиеся к одной теореме, как бы связаны с понятиями 
и суждениями другой теоремы, органически пронизывая одно дру- 
гое, как бы проявляясь одно в другом. 

Наиболее ценный результат эта система дает, если после до- 
казательства обеих теорем провести сознательное сравнение про- 
цессов соответствующих пар суждений, выделив ему специальное 
время. 

Но даже если этого не сделано (скажем, из-за нехватки времени), 
все равно сам факт противопоставления при рассмотрении взаимосвя- 
занных задач (теорем) способствует более сознательному усвоению 
изучаемого материала. 

Имеются основания считать, что метод противопоставления яв- 
ляется определяющим при причинном объяснении успешности всей 
методики временного «совмещения» прямой теоремы с обратной, 
соединения анализа с синтезом, который хорошо подтвердился прак- 
тикой. 

Вывод: правильный метод об 
логикой, 
как в руках 


учения обладает своей внутренней 


неизбежно ускоряющей и облегчающей процесс обучения, 
опытного, так и начинающего учителя. 
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